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Einleitung. 

In einer früheren Abhandlung^) habe ich eine allgemeine Methode 
entwickelt, nach welcher man die Bewegungsgleichungen eines be- 
liebigen zusammenhängenden Systems von starren Körpern, die 
in bestimmter Weise durch Gelenke beweglich verbunden sind, 
auf verhältnismäßig einfache Art ableiten kann. Diese zunächst 
rein mathematische Untersuchung wurde veranlaßt durch meine 
Arbeiten auf dem Gebiete der Bewegungsphysiologie; die Resultate 
derselben bildeten das Fundament, auf dem ich dann bei speziellen 
Untersuchungen über bestinmate Bewegungen des menschüchen 
Körpers und die Beteiligung der Muskeln an der Erzeugung dieser 
Bewegungen weiter bauen konnte. 

Es liegt in der Natur solcher Körpersysteme, welche kurz als 
aus Gliedern zusammengesetzte Gelenksysteme bezeichnet 
sein mögen, daß ihre Bewegungsgleichungen nicht nur verhältnis- 
mäßig zahlreich sind, sondern auch im allgemeinen recht verwickelten 
Bau aufweisen, und zwar umsomehr, je größer die Anzahl der 
Glieder eines Systems ist, je größere Bewegungsfreiheit in den 
Gelenken herrscht, und je mehr Freiheitsgrade infolgedessen das 
ganze Gelenksystem besitzt. Es war daher geboten, zunächst 
einfachere Gelenksysteme der Untersuchung zu unterwerfen, und 
an ihnen die Methode der Ableitung der Bewegungsgleichungen 
auseinanderzusetzen, um nicht von vornherein den Überblick über 
die Verhältnisse, insbesondere über die während der Bewegung 
stattfindende gegenseitige Einwirkung der Glieder des Systems 
zu verlieren. 

Genauer untersucht wurde in jener Arbeit zuerst das drei- 
gliedrige ebene Gelenksystem, bei welchem das erste und zweite 
Glied ebenso wie das zweite und dritte Glied durch ein sogenanntes 

i) Die Arbeit der Muskeln und die lebendige Kraft des menschlichen Körpei-s. 
Abhandlungen der mathem.-phys. Klasse der Königl. Sachs. Gesellsch. d. Wissensch. 
Band XX. Nr. i. 1893. 

18* 
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Scharniergelenk, also ein Gelenk von nur i Grad der Freiheit 
verbunden sind, die Achsen der beiden Scharniergelenke parallele 
Richtung besitzen, und die Schwerpunkte der drei Glieder in einer 
zu den Gelenkachsen senkrechten Ebene liegen und bei der Be- 
wegung stets in dieser Ebene bleiben. Auch über die Massen- 
verteilung im Innern eines jeden Gliedes wurde noch die spezielle 
Annahme gemacht, daß die zu den Gelenkachsen parallele Schwer- 
punktsachse für das betreffende Glied eine Hauptträgheitsachse dar- 
stellt, und daß der Schwerpunkt des mittleren Gliedes in der 
Ebene der beiden Gelenkachsen liegt. Unter diesen vereinfachenden 
Voraussetzungen nahmen dann die Bewegungsgleichungen eine ver- 
hältnismäßig einfache Form an, so daß die Bedeutung der einzelnen 
Ausdrücke in denselben unschwer zu erkennen war. 

Die am dreigliedrigen System gewonnenen Resultate ließen 
sich weiterhin auf das allgemeine aus n Güedem bestehende ebene 
Gelenksystem mit lauter Schamiergelenken und parallelen Gelenk- 
achsen übertragen. Damit war aber die Grundlage für eine exakte 
Untersuchung gewisser Bewegungen des menschlichen und tierischen 
Körpers gegeben, soweit dieselben den vereinfachenden Annahmen 
über die Art der Gelenkbewegung und die Massenverteilung inner- 
halb der als starr aufgefaßten Körperteile entsprechen. 

Von den Bewegungen des ganzen Körpers sind es namentlich 
die Lokomotionsbewegungen, insbesondere die des menschlichen 
Ganges, welche wenigstens annähernd den gemachten Voraus- 
setzungen entsprechen. Wenn auch der menschliche Körper beim 
Gehen seitliche Schwankungen ausführt, die an verschiedenen 
Stellen des Körpers verschieden groß ausfallen, so treten dieselben 
an Ausdehnung doch beträchtlich hinter den Bewegungen zurück, 
welche von vielen Abschnitten des Körpers in der Richtung nach 
vorn und auch in vertikaler Richtung ausgeführt werden. Man 
kommt daher den tatsächlichen Verhältnissen schon ziemlich nahe, 
wenn man den Gang als eine ebene Bewegung auffaßt, bei welcher 
alle Körperteile sich parallel einer im Räume festen Vertikalebene, 
der sogenannten Gangebene, bewegen. Die Auffassung des Ganges 
als ebene Bewegung involviert aber zugleich die Annahme, daß 
beim Gehen in allen Gelenken nur Bewegungen um parallele, zur 
Gangebene senkrechte Achsen ausgeführt werden. Da auch die 
übrigen eben angeführten Voraussetzungen beim menschlichen 
Körper nahezu erfüllt sind, so ließen sich die für das allgemeine 
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ebene Gelenksystem gefundenen Bewegungsgleichungen der kine- 
tischen Untersuchung des menschlichen Ganges zugrunde legen, 
wie man aus einer Reihe von Arbeiten über den Gang des Menschen, 
welche jedoch noch keineswegs abgeschlossen ist, deutlich zu er- 
kennen vermag. Die Untersuchung des menschlichen Ganges bildet 
nur ein spezielles Beispiel für die Verwendung der gefundenen 
Bewegungsgleichungen. Es gibt aber, wie ich in anderen Arbeiten 
über die Wirkungweise verschiedener Muskeln gezeigt habe, noch 
zahlreiche andere Fragen der Bewegungsphysiologie, welche die 
Kenntnis der Bewegungsgleichungen der ebenen Gelenksysteme 
voraussetzen. Schließlich können auch viele Untersuchungen aus 
der technischen Mechanik dieser Kenntnis nicht entraten, wenn 
es sich auch bei den in den Maschinen verwendeten Gelenksystemen 
in der Regel um viel einfachere Verhältnisse handelt, insofern die 
Bewegungen derselben mit wenig Ausnahmen, dem Zwecke der 
Maschine entsprechend, zwangläufige sind, so daß also das ganze 
System überhaupt nur i Grad der Freiheit besitzt. 

Die ebenen Bewegungen des menschlichen und tierischen 
Körpers oder einzelner Abschnitte derselben bilden nun nur einen 
Spezialfall, der sich jedoch fast niemals ganz exakt verwirklicht 
findet. Genau genommen führt der Mensch bei seinen verschie- 
denen Lokomotionsbewegungen und Arbeitsleistungen räumliche 
Bewegungen aus. Darauf weist auch schon der Umstand hin, daß 
die großen hierbei hauptsächlich in Frage kommenden Gelenke, 
welche die Teile der Extremitäten untereinander und mit dem 
Rumpfe verbinden, ausnahmslos mehr wie i Grad der Freiheit 
besitzen. So ist der Oberarm gegen den aus Schulterblatt, Schlüssel- 
bein und Brustbein bestehenden Schultergürtel, ebenso wie der 
Oberschenkel gegen das Becken, mit 3 Graden der Freiheit beweglich 
verbunden. Der Unterarm kann sich gegen den Oberarm, ebenso 
wie der Unterschenkel gegen den Oberschenkel mit 2 Graden der 
Freiheit bewegen, und, wenn man die ganze Hand auf ihre Beweg- 
lichkeit gegen den Unterarm und den ganzen Fuß auf seine Beweg- 
lichkeit gegen den Unterschenkel untersucht, so findet man in 
beiden Fällen wiederum 2 Grade von Bewegungsfreiheit. Es werden 
sich daher beispielsweise schon die Bewegungen des Unterarms 
gegen den Oberarm, ebenso wie die Bewegungen des ganzen Armes 
gegen den Schultergürtel oder des ganzen Beines gegen das Becken 
im allgemeinen als räumliche Bewegungen herausstellen. 
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Zur Untersuchung der räumlichen Bewegungen des mensch- 
lichen Körpers reichen naturgemäß die in der früheren Abhandlung 
aufgestellten Bewegungsgleichungen nicht aus, da dieselben die 
ebene Bewegung aller Teile des Körpers zur Voraussetzung haben. 
Es sollen daher in der vorliegenden Arbeit die Bewegungs- 
gleichungen räumlicher Gelenksysteme abgeleitet und damit die 
notwendige Unterlage för die kinetische Untersuchung der all- 
gemeinsten Bewegungen des menschlichen und tierischen Körpers 
und seiner Teile geschaffen werden. 

Da im Räume sich alle Verhältnisse komplizierter gestalten 
als in der Ebene, so ist es ratsam, von dem zweigliedrigen räum- 
lichen Gelenksystem auszugehen und zunächst für dieses die 
Bewegungsgleichungen aufzustellen. Die am zweigüedrigen System 
gewonnenen Resultate lassen dann schon die charakteristischen 
Unterschiede zwischen den Bewegungen räumlicher und ebener 
Gelenksysteme erkennen, so daß die zuletzt auf das w-gliedrige 
räumliche System ausgedehnte Untersuchung keine wesentlich neuen 
Gesichtspunkte mehr zutage fördert, und die Ergebnisse derselben 
sich leicht deuten lassen. 

Das ebene Gelenksystem von w Gliedern besitzt w+ 2 Grade 
der Freiheit, falls die ebene Bewegung desselben keinerlei ein- 
schränkenden Bedingungen unterworfen ist, und nicht mehrere 
Glieder untereinander eine geschlossene kinematische Kette bilden. 
Damit steht im Einklang, daß eine beliebige Stellung des Systems 
durch w + 2 allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmt ist; denn 
dieselbe ist gegeben, sobald man die zwei ebenen Koordinaten 
eines Punktes des Systems und außerdem für jedes der n Glieder 
einen Richtungswinkel kennt. In der Wahl des Punktes hat man 
dabei ziemliche Freiheit. Derselbe kann mit dem in seiner Lage 
gegenüber den einzelnen Gliedern veränderlichen Gesamtschwer- 
punkt zusammenfallen, er kann aber auch in einem der n Glieder 
eine feste Lage besitzen. Das letztere wird man wählen, wenn 
im gegebenen Falle ein bestimmter Punkt eines Gliedes eine von 
vornherein genau bekannte Bewegung ausführt, dessen Koordinaten 
man dann zweckmäßigerweise als zwei der allgemeinen Koordinaten 
des Systems gelten läßt; im übrigen wird man die erstere Wahl 
bevorzugen, weil die Bewegung des Gesamtschwerpunktes sich 
nach bekannten mechanischen Gesetzen aus den äußeren Kräften 
ableiten läßt. Bleibt im besonderen Falle ein Punkt eines Gliedes 
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bei der Bewegung des ganzen Systems fest, so wird man natürlich 
die Koordinaten dieses Punktes zur Bestimmung der Lage des 
ebenen Gelenksystems verwenden; da dieselben konstant bleiben, 
so hat man dann nur n veränderliche allgemeine Koordinaten, 
oder mit anderen Worten, es besitzt das System in diesem Falle 
nur noch n Grade von Bewegungsfreiheit. 

So groß die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ist, so 
groß ist auch die Anzahl der Bewegungsgleichungen. Es waren 
daher im Falle vollkommen freier Beweglichkeit des n-gliedrigen 
ebenen Gelenksystems n + 2 Gleichungen, in dem Falle, daß ein 
Punkt eines Gliedes festbleibt, nur n Gleichungen aufzustellen, 
wie es in der früheren Arbeit geschehen ist. Gruppieren sich 
mehrere Glieder eines ebenen Gelenksystems zu einer geschlossenen 
kinematischen Kette, ein Fall, welcher bei Getrieben der Maschinen 
die Regel ist, in organischen Gelenksystemen jedoch nur ausnahms- 
weise vorkommt, so wird durch diesen Umstand gewöhnlich die 
Bewegungsfreiheit des ganzen Systems wesentlich heruntergedrückt, 
so daß also eine viel geringere Anzahl von Bewegungsgleichungen 
erforderlich wird. Die bei den Maschinen verwendeten Getriebe 
besitzen infolge der Kettenbildung in der Regel überhaupt nur 
noch i Grad von Bewegungsfreiheit; es genügt daher bei diesen 
eine einzige Gleichung zur vollständigen Formulierung des Be- 
wegungsvorganges. Man erkennt hieraus auch, daß die zahlreichen 
Arbeiten über die Kinetik der Getriebe der Untersuchung der 
allgemeinen w-gliedrigen Gelenksysteme nur wenig nützen können, 
da sie sich nur mit einem ganz speziellen Falle, dem einfachsten, 
der überhaupt möglich ist, befassen. 

Das räumliche Gelenksystem von n Gliedern besitzt im 
allgemeinen viel mehr Grade der Freiheit als das ebene. Für die 
Menge derselben ist nicht allein die Anzahl der Glieder maßgebend, 
sondern vor allen Dingen auch die Bewegungsfreiheit in den Ge- 
lenken, welche die einzelnen Glieder untereinander verbinden. Da 
in der Regel die in der organischen Natur auftretenden Gelenke 
nicht mehr als 3 Grade der Freiheit aufweisen, so wäre der all- 
gemeinste Fall dadurch charakterisiert, daß alle Gelenke mtt 
3 Graden von Bewegungsfreiheit behaftet sind. Ist ein derartiges 
räumliches Gelenksystem keinerlei einschränkenden Bedingungen 
för seine Bewegung und die seiner Glieder unterworfen, treten 
also insbesondere dabei nicht mehrere Glieder zu einer kine- 
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matischen Kette zusammen, so besitzt das ganze System 3n -{- s 
Grade der Freiheit. Eine beliebige Stellung desselben im Räume 
kann also nur durch 3n + s allgemeine Koordinaten eindeutig 
bestimmt werden; davon geben 3 die Lage eines Punktes des 
Systems an, und je 3 beziehen sich auf die Orientierung eines 
jeden der n Glieder im Räume. Es können daher 3 der Be- 
stimmungsstücke als die rechtwinkügen räumlichen Koordinaten 
eines Punktes gedeutet werden, während die übrigen 3n Größen 
Richtungskoordinaten, also Winkel darstellen, wie schon ausfahrlich 
in der früheren Arbeit^) auseinandergesetzt worden ist. 

Entsprechend der Anzahl der allgemeinen Koordinaten wären 
also in dem angenommenen Falle freiester Beweglichkeit des ganzen 
Gelenksystems nicht weniger als 3W + 3 Bewegungsgleichungen, 
also nahezu dreimal so viel wie für das ebene Gelenksystem, auf- 
zustellen. Während man beim dreigliedrigen ebenen System mit 
fünf Bewegungsgleichungen auskam, verlangt demnach das drei- 
gliedrige räumliche Gelenksystem schon deren zwölf im Falle 
freiester Beweglichkeit. Es ist weiterhin- leicht einzusehen, daß 
die Festlegung eines Punktes in einem der n Glieder die Anzahl 
der Bewegungsgleichungen des räumlichen Systems um 3 ver- 
mindert, so daß nur noch 3 w Gleichungen übrig bleiben, während 
im gleichen Falle das ebene System nur n Gleichungen, also genau 
den dritten Teil erforderte. 

Der Fall, daß alle Gelenke des Systems 3 Grade der Freiheit 
besitzen, findet sich nun bei den organischen Gelenksystemen fast 
nicht vor. In der Regel kommen nur einigen Gelenken 3 Grade 
der Freiheit zu, während die anderen geringere Bew^lichkeit auf- 
weisen. Durch diesen Umstand wird natürlich auch die Bewegungs- 
freiheit des ganzen Gelenksystems verringert Denkt man beispiels- 
weise die ganze untere Extremität des Menschen aus den drei 
als starr aufgefaßten Teilen: Oberschenkel, Unterschenkel und Fuß 
zusammengesetzt, so kann sich dieselbe, weil das Hüftgelenk drei, 
das Kniegelenk und Fußgelenk dagegen nur zwei Grade der Freiheit 
besitzen, relativ zum festgestellten Becken im ganzen mit 7 Graden 
der Freiheit bewegen. Eine kinetische Untersuchung der Bein- 
bewegungen gegenüber dem im Räume fixierten Becken müßte 
sich also auf sieben Bewegungsgleichungen stützen. Dabei würde es 



i) a. a. 0. Seite 58 u. 59. 
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sich jedoch nicht um den allgemeinsten Fall der Bewegung des 
gegliederten Beins handeln, da ja das Becken und damit der 
Mittelpunkt des Hüftgelenks als fixiert angenommen wurden. Gibt 
man diesem Gelenkmittelpunkte auch noch freie Beweglichkeit 
im Räume, wie er sie tatsächlich bei den Bewegungen des ganzen 
Körpers besitzt, so kommen zu den 7 Graden der Freiheit noch 
3 hinzu. Die Anzahl der nötigen Bewegungsgleichungen beträgt 
demnach bei ganz freier Beweglichkeit des Beins 10; sie ist also 
gerade doppelt so groß, als wenn man sich bei der Untersuchung 
auf ebene Bewegungen des Beins beschränken würde, wozu man 
beispielsweise bei der Untersuchung der nahezu ebenen Schwingungs- 
bewegung des Beins beim Gehen berechtigt ist, wie ich in den 
beiden zuletzt veröffentlichten Teilen^) meiner Untersuchungen 
über den Gang des Menschen gezeigt habe. 

Alle die Fälle beschränkterer Beweglichkeit des räumlichen 
Gelenksystems können aber als Sonderfälle des Gelenksystems mit 
lauter Gelenken von 3 Graden der Freiheit aufgefaßt werden. Man hat 
daher die zu den ersteren gehörenden Bewegungsgleichungen schon 
mit gewonnen, wenn man die zu dem Falle freiester Beweglichkeit 
gehörenden Gleichungen aufgestellt hat. Dies gilt auch insbesondere 
für die schon früher abgeleiteten Bewegungsgleichungen des ebenen 
Gelenksystems, me man aus den später mitzuteilenden Resultaten 
erkennen mrd. Aus diesem Grunde soll im Folgenden zunächst 
an der Annahme festgehalten werden, daß die sämtlichen Gelenke 
des jeweils in Betracht gezogenen Systems nur einen festen Gelenk- 
mittelpunkt, im übrigen aber 3 Grade der Freiheit besitzen. 

Für die Ableitung der Bewegungsgleichungen ebener Gelenk- 
systeme leisteten gewisse als „reduzierte Systeme" bezeichnete 
fingierte Massensysteme und bestimmte als „Hauptpunkte der 
einzelnen Glieder" bezeichnete Pimkte innerhalb der letzteren 
wesentliche Dienste. Infolge der Einföhrung derselben nahmen 
nicht nur die an und für sich verhältnismäßig komplizierten Formeln 
eine möglichst einfache Gestalt an, was natürlich för die Anwendung 
derselben von gan^ besonderer Wichtigkeit ist, sondern es gewann 
auch die ganze Untersuchung von vornherein an Anschaulichkeit 
und Klarheit. Es ergaben sich genau so viel reduzierte Systeme 
als das Gelenksystem Glieder besitzt, denn jedes reduzierte System 

i) Abhandlungen der mathem.-phys. Klasse der Königl. Sachs. Oesellsch. d. 
Wissensch. Band XXVm. Nr. V und VU. 1903 und 1904. 
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geht aus einem bestimmten der n Glieder dadurch hervor, daß 
man im Mittelpunkte eines jeden Gelenks, welches das betreffende 
Glied begrenzt, die Masse desjenigen Abschnittes des ganzen Gelenk- 
systems konzentriert denkt, welcher nach der Trennung dieser 
Gelenkverbindung von dem Gliede abfallen würde. Demnach bildet 
jedes Glied des Systems die Grundlage, oder mit anderen Worten, 
den Kern für ein bestimmtes reduziertes System. Der Schwerpunkt 
des letzteren stellt daher auch einen bestimmten Punkt des ihm 
zugrunde liegenden Gliedes dar: dies der Hauptpunkt des be- 
treffenden Gliedes. Wie man leicht sieht, hängt die Zusammen- 
setzung der verschiedenen reduzierten Systeme und die Lage der 
Hauptpunkte in keiner Weise davon ab, wie viel Grade von Be- 
wegungsfreiheit den einzelnen Gelenken zukonunen. Die reduzierten 
Systeme und Hauptpunkte werden daher für die räumlichen Gelenk- 
systeme die gleiche Bedeutung gewinnen wie für die ebenen. Ja, 
man kann voraussagen, daß der Nutzen ihrer Einführung, der sich 
bei den ebenen Systemen vor allen Dingen in einer wesentlichen 
Vereinfachung der kinetischen Untersuchungen kund gab, bei den 
räumlichen Gelenksystemen infolge der an und für sich hier viel 
komplizierteren Verhältnisse noch viel mehr zutage treten wird. 
Um die Bedeutung der reduzierten Systeme und Hauptpunkte 
würdigen und dieselben für die kinetische Untersuchung der Gelenk- 
systeme verwenden zu können, muß man sich zunächst eine genaue 
Kenntnis ihrer Eigenschaften verschaffen. Diese sind in der früheren 
Arbeit zunächst für das ebene Gelenksystem ausführlich abgeleitet 
und bewiesen worden. Auch wurde daselbst schon zum Teil auf 
ihre Geltung für ein bestimmtes räamliches aus dem menschlichen 
Körper abgeleitetes Gelenksystem hingewiesen. Es erübrigt daher 
nur noch, den Beweis ihrer allgemeinen Gültigkeit bei jedem 
beliebigen räumlichen Gelenksystem zu erbringen. Dies soll in 
einem ersten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung geschehen. 
Die übrigen Abschnitte werden sich dann mit der Ableitung der 
lebendigen Kraft und der Bewegungsgleichungen räumlicher Gelenk- 
systeme beschäftigen, und zwar soll zunächst im H. Abschnitt 
das zweigliedrige räumliche Gelenksystem eingehend untersucht 
werden. Die hierbei gewonnenen Resultate lassen sich dann ohne 
Mühe auf das allgemeine räumliche Gelenksystem übertragen, wie 
man aus den Darlegungen im HI. Abschnitt erkennen wird. 
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L Über die Eigenschaften der reduzierten Systeme und 
Hauptpunkte des allgemeinen räumlichen Gelenksystems. 

Die einzige Voraussetzung, welche fftr das allgemeine räum- 
liche Gelenksystem im Interesse der Bestimmtheit der aus ihm 
hervorgehenden reduzierten Systeme gemacht werden soll, ist die, 
daß nach Durchtrennung irgend einer Gelenkverbindung des Systems 
das letztere in zwei nicht mehr miteinander zusammenhängende 
Teile zerflbllt. Diese Voraussetzung ist damit gleichbedeutend, 
daß an dem Gelenksystem sich keine geschlossenen kinematischen 
Ketten vorfinden, und auch das ganze System nicht selbst eine 
solche geschlossene Kette bildet; denn es ist leicht einzusehen, 
daß die sämtlichen Glieder immer noch in irgend einer Weise 
zusammenhängen werden, falls man ein Gelenk innerhalb einer 
solchen kinematischen Kette durchtrennt. Beim menschlichen 
Körper und bei den tierischen Körpern, fttr deren kinetische 
Untersuchung sich die Methode der reduzierten Systeme vor allen 
Dingen sehr fruchtbar erweist, ist mit wenig Ausnahmen, vne 
schon oben erwähnt wurde, diese notwendige Voraussetzung erfüllt; 
bei den Maschinen dagegen in der Regel nicht. Man kann aber 
auch im letzteren Falle die reduzierten Systeme verwenden und 
die ZusauMnensetzung derselben stets zu einer eindeutig bestinmaten 
Aufgabe machen, wenn man entweder ein an und fClr sich ruhendes 
Glied einer kinematischen Kette för die Betrachtung ganz aus 
dem Gelenksystem ausschaltet, oder, falls kein solches Glied vor- 
handen ist, an je einem Gelenk innerhalb einer solchen Kette die 
Verbindung gelöst denkt und dann die Annahme macht, daß bei den 
Bewegungen des ganzen Systems die mit dem Mittelpunkte dieses 
Gelenks zusammenfallenden Punkte der beiden benachbarten Glieder 
immer gerade die gleiche Bewegung ausführen, ohne doch miteinander 
in direktem Zusammenhange zu stehen; natürlich muß man dann 
zugleich den Einfluß dieser Gelenkverbindung auf die Bewegung 
der beiden Nachbarglieder durch entsprechende an diesen Punkten 
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angreifende äußere Kräfte ersetzt denken. Da die vorliegende 
Arbeit in erster Linie dem Zwecke dienen soll, die Grundlage för 
weitere Untersuchungen über die Kinetik des menschlichen und 
tierischen Körpers und seiner Teile zu bilden, so mögen vorläufig 
die Fälle räumlicher Gelenksysteme mit geschlossenen kinematischen 
Ketten außer Betracht bleiben. 

Mit Ausnahme der hiermit gestellten Voraussetzung und der 
schon früher angeführten Annahme, daß alle Gelenke wenigstens 
einen festen Gelenkpunkt haben, der kurz als Gelenkmittelpunkt 
bezeichnet sein mag, soll das räumliche Gelenksystem keinerlei 
weiteren einschränkenden Bedingungen unterworfen sein. Ins- 
besondere ist es durchaus zulässig, daß, wie beim Rumpf des 
Menschen, ein Glied des Systems mit mehr als zwei Gliedern in 
Gelenkverbindung ist, wie ja andererseits auch Glieder vorhanden 
sein müssen, die nur mit einem einzigen Glied in einem Gelenk 
zusammenhängen. Die letzteren Glieder mögen Endglieder heißen. 
Am menschlichen Körper stellen der Kopf, sowie die beiden Hände 
und Füße solche Endglieder dar, falls man die letzteren als starr 
auffaßt. Berücksichtigt man dagegen die Bewegungen in den 
Finger- und Zehengelenken, so stellen dann die Nagelglieder der 
sämtlichen Finger und Zehen Endglieder des ganzen Gelenksystems 
dar. Endlich ist auch der Fall nicht auszuschließen, daß in einem 
Gelenk mehr wie zwei Glieder miteinander verbunden sind. 

Das Prinzip der Bildung eines reduzierten Systems wird nach 
den Auseinandersetzungen in der früheren Arbeit und nach dem 
nochmals in der Einleitung zur vorliegenden Arbeit Gesagten klar 
sein. Man hat sich einfach alle Gelenke an dem Glied, welches 
den Kern des reduzierten Systems bilden und daher kurz als 
Kernglied bezeichnet sein soll, durchtrennt zu denken. Dann 
ßlUt an jedem Gelenk ein Teil des ganzen Systems ab, so daß 
zuletzt nur noch das Kemglied von allen anderen losgelöst allein 
übrig bleibt. Im Mittelpunkte eines jeden dieser durchtrennten 
Gelenke hat man sich dann die Masse des an ihm abgefallenen 
Abschnittes des ganzen Gelenksystems konzentriert zu denken 
und dem Kemglied hinzuzufügen, so daß also schließlich infolge 
der Beschwerung durch alle diese Massenpunkte das Kemglied 
die Gesamtmasse des ganzen Gelenksystems erhalten hat. Da die 
Massen in den Mittelpunkten der Gelenke des Kemgliedes an- 
gebracht sind, so wird die Zusammensetzung des reduziert^en 
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Systems in keiner Weise durch die Stellung und Bewegung der 
übrigen Glieder beeinflußt. Es verhält sich also das reduzierte 
System wie ein einziger starrer Körper. Der Schwerpimkt desselben 
hat daher eine feste Lage innerhalb des Kerngliedes; er stellt den 
Hauptpunkt des letzteren dar. 

Wenn es auch im Interesse der bequemeren Bestimmung 
der Lage dieses Hauptpunktes innerhalb des Kemgliedes zweck- 
mäßig ist, außer den in den Gelenkmittelpunkten angebrachten 
Massen der übrigen Glieder auch noch die Masse des Kem- 
gliedes selbst in seinem eignen Schwerpimkt konzentriert zu 
denken, so hat man doch nicht aus dem Auge zu verlieren, daß 
zum Begriff des reduzierten Systems durchaus gehört, daß die 
Verteilung der Masse des Kemgliedes innerhalb desselben nicht 
geändert wird. Wie schon aus den Untersuchungen der ebenen 
Gelenksysteme hervorgeht, spielen die Trägheitsmomente eines 
reduzierten Systems eine wesentliche Rolle in den Formeln. Diese 
würden natürlich ganz andere Werte annehmen, wenn man die 
Masse des Kemgliedes auch, wie es für die Konstruktion des 
Schwerpunktes bequem war, in seinem eigenen Schwerpunkt kon- 
zentriert annehmen wollte. Das Trägheitsmoment des reduzierten 
Systems für irgend eine Achse wird stets auf die Weise erhalten, 
daß man zu dem ursprünglich vorhandenen Trägheitsmoment des 
Kemgliedes für diese Achse die Trägheitsmomente der sämtlichen 
in den Gelenkmittelpunkten des Kemgliedes konzentriert gedachten 
Massen hinzufügt. Ich würde es für überflüssig gehalten haben, 
noch einmal so ausführlich auf die Entstehung der reduzierten 
Systeme einzugehen, wenn ich nicht aus einer brieflichen Mitteilung 
ersehen hätte, daß eine an anderer Stelle von mir gegebene 
Definition der reduzierten Systeme und Hauptpunkte zu einem 
Mißverständnis Veranlassung gegeben hat. Auch ist in der früheren 
Arbeit, in welcher zum ersten Male die reduzierten Systeme und 
Hauptpunkte von mir eingeführt werden, nach dem Satz auf 
Seite 2 2 vergessen worden, ausdrücklich darauf hinzuweisen, daß 
man zwar zur Bestimmung des Hauptpunktes die Masse des Kem- 
gliedes in seinem Schwerpunkt vereinigt annehmen kann, daß dies 
aber sonst nicht statthaft ist, worüber allerdings andererseits so- 
wohl der auf Seite 6o derselben Arbeit stehende Satz för das 
allgemeine Gelenksystem, als auch die Verwendung der Trägheits- 
momente der reduzierten Systeme zur Ableitung, der Bewegungs- 
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gleichungen der ebenen Gelenksysteme wohl nicht im Zweifel 
lassen konnten. 

Der Begriff der reduzierten Systeme soll nun in Hinsicht auf 
die am Gtelenksystem angreifenden Kräfte noch eine Erweiterung 
erfahren, welche sich im Laufe der Untersuchung als recht zweck- 
mäßig erweisen wird. Bisher war bei der Zusammensetzung eines 
reduzierten Systems immer nur auf die Massen Kücksicht ge- 
nommen worden. Es empfiehlt sich aber, auch die an den übrigen 
Gliedern angreifenden Kräfte ohne Änderung ihrer Größe und 
Richtung mit den Massen nach dem nächsten Gelenkmittelpunkte 
des Kemgliedes zu verlegen und diese parallel verschobenen Kräfte 
zusammen mit den direkt auf das Kemglied einwirkenden als die 
am reduzierten System angreifenden Kräfte aufzufassen. 
Der Vorteil dieser Erweiterung und die Berechtigung zu derselben 
wird sich später bei der Interpretation der Bewegungsgleichungen 
deutlich zeigen. 

Die Vereinfachung der Untersuchung, welche die Einführung 
der reduzierten Systeme und Hauptpunkte nach sich zieht, gründet 
sich auf eine Reihe von Eigenschaften derselben, die schon in der 
früheren Arbeit für das ebene Gelenksystem und für ein spezielles 
räumliches System, welches bei bestimmten Bewegungen des mensch- 
lichen Körpers von Bedeutung ist, abgeleitet worden sind; die- 
selben besitzen nun ganz allgemeine Gültigkeit für jedes beliebige 
räumliche System, wie im Folgenden bewiesen werden soll. Es 
sind dies einmal der enge Zusammenhang der Schwerpunkte der 
reduzierten Systeme, d. h. also der Hauptpunkte der Glieder, so- 
wohl mit dem Gesamtschwerpunkte des ganzen Gelenksystems als 
auch mit den Schwerpunkten der Teilsysteme, in welche das 
ganze System durch Trennung einzelner Gelenkverbindungen zer- 
legt werden kann — ein Zusammenhang, welcher eine möglichst 
einfache Bestimmung des Ortes wie auch der Bewegung des Gesamt- 
schwerpunktes und der Schwerpunkte der Teilsysteme ermöglicht. 
Es ist dies weiterhin die Eigenschaft der Hauptpunkte, daß jede 
Drehung eines Gliedes um eine beliebige durch seinen Hauptpunkt 
hindurchgehende Achse mit gleichzeitiger Translationsbewegung 
aller übrigen Glieder den Gesamtschwerpunkt des ganzen Gelenk- 
systems an seiner Stelle läßt — eine Eigenschaft, welche vor 
allen Dingen eine sehr einfache Ableitung des Ausdrucks für die 
lebendige Kraft relativ zum Gesamtschwerpunkt des ganzen Systems 
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ermöglicht. Es ist fernerhin die Eigenschaft eines jeden Haupt- 
punktes, als AngriflFspunkt für die Kraft zu dienen, mit welcher 
die Schwere auf das Glied, dem der Hauptpunkt angehört, infolge 
des Zusammenhanges mit den übrigen Gliedern einwirkt — eine 
Eigenschaft, die es ermöglicht, in einfacher Weise die Elementar- 
arbeiten zu bestimmen, welche die Schwere bei irgend welchen 
Verrückungen des Systems leistet. Und es ist dies noch eine 
Reihe enger Beziehungen zwischen den Hauptpunkten und den 
Elementararbeiten der übrigen äußeren «und inneren Kräfte des 
Systems bei den verschiedenen Verrückungen desselben, welche 
ebenso wie die Haupteigenschaft der reduzierten Systeme, eine 
sehr einfache und anschauliche Deutung der Bewegungsgleichungen 
zu ermöglichen, besser erst nach der Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen des räumlichen Gelenksystems ausführlich besprochen 
werden. 

a) Zusammeiihang zwischen den Hauptpunkten und dem ftesamtschwer- 
pnnkte des räumlichen ftelenksystems. 

Den Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten der Glieder 
eines beliebigen räumlichen Gelenksystems und dem Gesamtschwer- 
punkte desselben kann man am besten beurteilen, wenn man sich 
zunächst die Verhältnisse an einem besonders einfachen ebenen 
w-gliedrigen Gelenksystem vergegenwärtigt, welches sich als die 
Verallgemeinerung des in der früheren Arbeit eingehend untersuchten 
ebenen dreigliedrigen Systems darstellt. Die einzelnen Glieder 
desselben seien durch lauter Schamiergelenke mit parallelen Achsen 
so untereinander verbunden, daß außer den beiden Endgliedern jedes 
mit zwei anderen, aber niemals mit mehr als zwei direkt zusammen- 
hängt. Die Schwerpunkte der sämtlichen Glieder sollen alle in einer 
einzigen zu den Gelenkachsen senkrechten Ebene liegen, und die 
Schnittpunkte der Schamierachsen mit dieser Ebene als Gelenk- 
mittelpunkte aufgefaßt werden. Die Verbindungslinie der beiden 
Gelenkmittelpunkte eines inneren Gliedes möge als die Längsachse 
dieses Gliedes bezeichnet sein; dieselbe soll bei jedem Glied durch 
den Schwerpunkt desselben hindurchgehen. Für die beiden End- 
glieder soll die von dem einem Gelenkmittelpunkt ausgehende 
und bis an das Ende 0^ bezw. 0„ des Gliedes fortgeführte Längs- 
achse ebenfalls den Schwerpunkt enthalten. Unter diesen Voraus- 
setzungen bilden die n Glieder eine fortlaufende kinematische 
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Kette, die aber offen ist, da die Endglieder nicht etwa miteinander 
direkt noch durch ein weiteres Gelenk verbunden sein sollen. 
Da die Gestalt der einzelnen Glieder för die folgenden Betrach- 
tungen ohne Belang ist, so wird das Gelenksystem am einfachsten 
durch den gebrochenen Linienzug der n Längsachsen zur Dar- 
stellung gebracht, so wie es in Figur i auf Seite 284 för ein 
6-gliedriges Gelenksystem geschehen ist. Die aufeinander folgenden 
Glieder sollen von einem Endglied an fortlaufend numeriert werden, 
und die Richtung, in weteher diese Numerierung ausgefQhrt worden 
ist, möge innerhalb eines jeden Gliedes sowohl für die Längs- 
achse desselben als auch för die einzelnen auf der Längsachse 
abgegrenzten Strecken die positive Richtung bezeichnen und daher 
das Vorzeichen dieser Strecken bestimmen. Ist j die Nunmaer, 
welche einem Gliede zukommt, so sollen alle Strecken innerhalb 
dieses Gliedes, sowie auch alle anderen auf dasselbe sich be- 
ziehenden Größen, wie die Massen, Trägheitsmomente, Trägheits- 
radien usw. diese Nummer als Lidex tragen. Unter der Länge 
eines Gliedes werde bei den inneren Gliedern die Entfernung der 
beiden das Glied begrenzenden Gelenkmittelpimkte, und bei den 
beiden äußeren Gliedern (Endgliedern) die Entfernung des einen 
Gelenkmittelpunktes vom äußersten Endpunkt der Längsachse ver- 
standen; dieselbe sei mit Ij bezeichnet. Durch den Schwerpunkt S^ 
eines jeden Gliedes wird seine Länge Ij in zwei Teile zerlegt; 
derjenige Teil von l^y auf welchen man beim Durchlaufen des 
Linienzuges der Längsachsen in positiver Richtung zuerst stößt, 
sei mit r^, der andere mit s, bezeichnet. Es gilt also fttr diese 
drei dem ^ten Gliede angehörenden Strecken die Beziehung 

(l) ^i + 5, = /;. 

Da der Schwerpunkt S^ des ^ten Gliedes auf der Längsachse 
desselben liegen soll, so muß dies nach der Bedeutung der Haupt- 
punkte auch för den Hauptpunkt -H, desselben Gliedes der Fall 
sein. Es wird daher auch durch den Hauptpunkt die Länge eines 
Gliedes in zwei Strecken zerlegt, för welche schon froher die 
Bezeichnung Hauptstrecken des j ten Gliedes eingeführt worden ist. 
Dieselben seien mit c^ und d^ bezeichnet, wobei wiederum die erstere 
bei positiver Durchlaufung der Längsachsen zuerst angetroffen 
werden soll. Auch für die Hauptstrecken gilt die Beziehung 

(2) c^ + d^ = h' 
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Bezeichnet man mit m^ die Gesamtmasse des ganzen Gelenk- 
systems und mit nij die Masse des jten Gliedes, so folgen unmittelbar 
aus der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwerpunkte der redu- 
zierten Systeme zwischen den Hauptstrecken Cj und dj einerseits 
und den Strecken Ij, Tj und Sj anderseits die Beziehungen 

m,Cj = mjTj + {nij^, + nij^^ H m,)lj 

(3) 

Setzt man Hj för das Verhältnis der Masse ntj des jten Gliedes 
zu der Gesamtmasse m^ des Gelenksystems, und bezeichnet die 
Summe einer Reihe dieser Verhältniszahlen fi, welche zu mehreren 
direkt aufeinanderfolgenden Gliedern gehören, einfach dadurch, 
daß man dem (t die beiden Indices durch ein Komma von- 
einander getrennt beilegt, welche zum ersten und letzten Glied der 
Summe gehören, so kann man die obigen Beziehungen auch kurz 
in der einfachen Form schreiben. 

(*) ^ _!_ / 

dj = iij8j + iii^j^Jj. 

Unter Verwendung dieser Formeln lassen sich die Hauptstrecken 
Cj und dj far alle n Glieder ohne Mühe berechnen. 

In Figur i findet sich der Streckenzug der Längsachsen eines 
6-gliedrigen Systems für eine beliebige Stellung desselben mit den 
eingetragenen Schwerpunkten und Hauptpunkten aufgezeichnet. 

Mit Hilfe der Hauptstrecken läßt sich nun, wie früher aus- 
führlich bewiesen wurde, die Lage des Gesamtschwerpunktes S^ 
des ganzen Gelenksystems für jede Stellung der Längsachsen zu 
einander leicht finden. Man braucht nur beispielsweise von H^ 
aus die Vektorsumme der zu den fünf übrigen Gliedern gehörenden 
Hauptstrecken c zu bilden, so wie es in Fig. i ausgeführt ist. 
Anstatt von H^ auszugehen, kann man auch irgend einen anderen 
Hauptpunkt Hj zum Ausgangspunkt nehmen; nur muß man dann 
die Vektorsumme der fünf den übrigen Gliedern angehörenden 
Hauptstrecken bilden, welche innerhalb des Gelenksystems dem 
jten Gliede am nächsten liegen, und dabei dieselben in einer von 
dem ^'ten Gliede abgewendeten Bichtung nehmen« So hat man 
von H^ aus die Vektorsumme — d^ — ^2 + ^4 + ^ + ^ zu bilden, 
wobei die Striche andeuten sollen, daß es sich um eine Sunmue 
von Vektoren handelt. Von H^ aus muß man dagegen die fünf 

Abhandl. d. K. S. Oesellicb. d. WisMnsch. , math.-phjrs. Kl. XXIX. iv. 19 
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in negativer Richtung zu nehmenden, zum ersten bis fünften Glied 
gehörenden Hauptstrecken d geometrisch addieren; auch das letztere 
ist in Fig. i ausgefdhrt worden. 

Der Beweis dieses Satzes gründet sich auf einen bekannten 
Lehrsatz, nach welchem der von einem beliebigen Punkte aus 
nach dem Gesamtschwerpunkt S^ gezogene Vektor gleich der 
Summe aller nach den Schwerpunkten Sj der n Glieder gezogenen 





••« 3-'V 




Fig. I. 



Vektoren ist, nachdem man einen jeden der letzteren im Verhält- 
nis der Masse nij seines Gliedes zu der Gesamtmasse m^ des 
Systems verkleinert hat. Es ist also 



(5) 



OS^=^lij.OSj, 



wobei wiederum die Striche über den von ausgehenden Strecken 
andeuten sollen, daß es sich um eine Vektorsmnme handelt. 

Nimmt man als Ausgangspunkt den freien Endpunkt 0^ der 
Längsachse des ersten Gliedes und ersetzt jeden von 0^ nach einem 
Einzelschwerpunkte Sj gezogenen Vektor durch die zwischen 0^ 
und 8j sich erstreckende Vektorsmnme auf dem Streckenzug der 
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Längsachsen, so l&ßt sich in Eücksicht'auf (4) nach dem in der 
früheren Arbeit gegebenen ausführlichen Beweis fdr das ebene 
dreigliedrige Gelenksystem der obige Satz leicht einsehen. Man 
braucht zu diesem Zwecke nur alle Glieder der Vektorsumme auf 
der rechten Seite zusammenzufassen, welche sich auf Strecken mit 
gleichem Index beziehen. Es ergibt sich zunächst 

(6) ö;;^ =^ ^s' 

1 

Da der Vektor ^ von 0^ nach dem Hauptpunkte H^ führt, so 
folgt für den von H^ nach 8^ gezogenen Vektor 



(7) ^Ä.-^i 



Auf ganz entsprechende Art wird man durch (5) zu der 
Konstruktion des Gesamtschwerpunktes 8^ von irgend einem anderen 
Hauptpunkte Hj aus geführt. Wählt man zu diesem Zwecke als 
Ausgangspunkt einen der beiden Gelenkmittelpunkte des ^'ten 
Gliedes, so erhält man bei geeigneter Zusammenfassung mit Hilfe 
von (4) zunächst eine Sumrpie von Vektoren, von denen einer den 
Verbindungsvektor des betreffenden Gelenkmittelpunktes mit Hj 
darstellt; läßt man diesen fort, so erhält man dann von Hj den 
oben angegebenen Vektorzug bis 8^. Natürlich kann man auch 
gleich Hj zum Ausgangspunkt in (5) wählen; dann verschwindet 
jener zum jten Gliede gehörende Vektor von vornherein. 

Da die Beziehung (5) ganz allgemein gilt, also auch in dem 
Falle, daß die sämtlichen Schwei-punkte nicht mehr in einer Ebene 
liegen, so läßt sich ohne weiteres erkennen, daß der angeführte 
Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und dem Gesamt- 
schwerpunkte seine Geltung behält, wenn das der Betrachtung 
zugrunde gelegte Gelenksystem nicht mehr eben ist, und die Ge- 
lenke desselben mehrere Freiheitsgrade besitzen. 

Es ist daher nur noch nötig, nachzuweisen, daß der Satz 
auch allgemein für räumliche Gelenksysteme gilt, welche den bis^ 
her gemachten vereinfachenden Voraussetzungen über die Zusammen- 
setzung und Natur des Systems nicht entsprechen, bei denen also 
insbesondere an einem Glied mehr als zwei andere hängen, und 
durch ein Gelenk mehr als zwei Glieder miteinander in Verbindung 
sein können. 

19* 
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Zur Fixierung der Ideen soll der Beweisfflhrung das durch 
Figur 2 angedeutete sehr allgemeine räumliche Gelenksystem zü- 
grunde gelegt werden. Man wird ohne weiteres einsehen, daß die 
an dasselbe anknüpfenden Betrachtungen sich in ganz entsprechender 
Weise auf jedes beliebige andere System anwenden lassen, und 




i. 



^4«; 




/ 



4"^ 



Flg. 2. 



daß daher die Allgemeingültigkeit des Beweises nicht dadurch be- 
einträchtigt wird, daß derselbe an einem bestimmten System ge- 
führt wird. Das durch • Figur i veranschaulichte Gelenksystem 
besteht aus nicht weniger als 20 Gliedern, welche in bestimmter 
Weise mit den Nummern i bis 20 versehen sind. Die zu einem 
Glied gehörende Nummer soll auch dem Schwerpunkte und Haupt- 
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punkte, sowie der Masse desselben als Index beigelegt werden, 
wahrend jeder Qelenkmittelpunkt mehrere Indices besitzt, nämlich 
die Nummern aller Glieder, die in dem betreffenden Gelenk 
mit einander zusammenhängen. Unter den zwanzig Gliedern be- 
finden sich fQnf, welche mit mehr als zwei anderen Gliedern 
gelenkig verbunden sind, nämlich 3, 4, 5, 9 und 15. Das räum- 
liche Polygon, w^elches die an einem dieser fflnf Glieder befindlichen 
Gelenkmittelpunkte verbindet, ist in Fig. 2 gezeichnet und durch 
Schraffierung hervorgehoben worden, um eine Verwechselung mit 
einer geschlossenen kinematischen Kette zu vermeiden. Es kommt 
in dem System außerdem ein Gelenk vor, in welchem mehr als 
zwei Glieder zusammenstoßen; dasselbe verbindet die Glieder 3, 4 
und 15. Demnach hängt das Glied 3 mit den vier Gliedern i, 2 
4 und 15, das Glied 4 ebenfalls mit vier Gliedern, nämlich 3, 5, 
9 und 15, femer das Glied 5 mit den drei Gliedern 4, 6 und 7, 
das Glied 9 mit den vier Gliedern 4, 10, 11 und 14 und endlich 
das Glied 15 mit den sechs Gliedern 3, 4, 16, 17, 19 und 20 
direkt durch ein Gelenk zusammen. Endlich gibt es in dem 
System nicht weniger als elf sogenannte Endglieder, die nur ein 
einziges Gelenk besitzen, nämlich i, 2, 6, 8, 10, 13, 14, 16, 18, 19 
und 20; bei diesen ist der Gelenkmittelpunkt durch eine Gerade 
mit dem Schwerpunkt verbunden worden. Bei den dann noch 
übrig bleibenden vier Gliedern 7, 11, 12 und 17, welche nur zwei 
Gelenke tragen, sind die Mittelpunkte der letzteren durch eine 
Gerade verbunden. Diese Gerade soll jedoch, um keine verein- 
fachenden Annahmen zu machen, nicht den Schwerpunkt des Gliedes 
enthalten; der letztere ist daher noch besonders durch eine unter- 
brochen gezeichnete Linie mit einem der beiden Gelenkmittelpunkte 
des Gliedes verbunden worden. Im übrigen finden sich in Figur 2 
keine weiteren Umrisse der einzelnen Glieder eingezeichnet, um 
dieselbe dadurch nicht unklar zu machen. Die einzelnen Gelenke 
können i, 2 oder 3 Freiheitsgrade besitzen, und die ganze Figur 
ist natürlich nicht in der Ebene der Zeichnung, sondern räumlich 
zu denken. 

Für ein derartiges kompliziertes Gelenksystem gilt nun die 
Beziehung (5) ebenfalls. Nimmt man beispielsweise als Aas- 
gangspunkt der nach dem Gesamtschwerpunkt S^ einerseits und 
den Schwerpunkten Sj der einzelnen Glieder andererseits gezogenen 
Vektoren den freien Endpunkt, 0^ der von G^^^ nach dem Schwer- 
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punkt S^ gezogenen Geraden, so hat man also für die Ableitung 
der Vektorsumme auf der rechten Seite der Gleichung (5) die 
sämtlichen Schwerpunkte Sj mit diesem Punkte verbunden zu 
denken und einen jeden Vektor mit dem Verhältnis fi^ der Masse 
nij des ^'ten Gliedes zu der Gesamtmasse m^ des ganzen Systems 
zu multiplizieren. Um zu dem in Frage stehenden Satz über den 
Zusammenhang der Hauptpunkte Hj zu gelangen, ist man dann 
nur noch genötigt, jeden dieser Vektoren O^Sj durch eine Summe 
von Vektoren zu ersetzen, die man dadurch erhält, daß man von 
0^ innerhalb des Systems nach Sj eine gebrochene Linie zieht, 
die über die Mittelpunkte aller zwischen dem ersten und ;*ten 
Glied eingeschalteten Gelenke hindurch geht und nur an diesen 
Gelenkmittelpunkten Ecken besitzt. Setzt man dabei noch fest, 
daß dieser Vektorzug nur so viel Gelenkmittelpunkte passieren 
soll, als unbedingt nötig ist, so ist er damit vollkommen bestimmt. 
Für die Verbindung des Punktes 0^ mit dem Schwerpunkte 
8^ erhält man z. B. die Vektorsmnme: 



für die Verbindung von 0^ mit S^ die Vektorsumme: 



OiGi^Z + 01,80^8,4,16 + G^8,4,lö 0^4,6 + 0^4,6^5^ 

für die Verbindung von 0^ mit 8^2 die Vektorsumme: 



Öi(t,^8 + 6^1,8 0^8,4,16 + ^8,4,156^4,9+ 6^4,96^9,11 + 6^9.11^11,12 + 6^11.1»^« > 

für die Verbindung von 0^ mit 8^^ die Vektorsumme: 



öl 6^1,8 + 6^1,8 6^8,4,16 + 6^8,4,16^16,17 + 6^16,17 6^17,18 "t" 6^17,18^18 

usf. Es würde zu weit führen, wollte man alle diese Vektor- 
summen hier niederschreiben. An der Hand der Figur 2 über- 
zeugt man sich leicht, daß man stets zu einer ganz bestimmten 
Summe von Vektoren geführt wird, und daß dies auch bei jedem 
anderen Gelenksystem, mag es so kompliziert gestaltet sein, wie 
es wolle, immer nur auf eine einzige ganz bestimmte Art möglich 
ist, sofern nur die oben gemachte Veraussetzung erfüllt ist, daß 
das System keine geschlossenen kinematischen Ketten enthält. 

Denkt man sich nun für das durch Figur 2 dargestellte Ge- 
lenksystem in der angegebenen Weise die sämtlichen von 0^ nach 
den zwanzig Einzelschwerpunkten 8j gehenden Vektorzüge aus- 
geführt, so kann man folgendes konstatieren. 
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Mit Ausnahme des von 0^ nach S^ gehenden Vektors passieren 
alle Vektorzüge den Gelenkmittelpunkt Gi ,. Es haben also die- 
selben den Vektor O^Gi^^ gemeinsam. Beachtet man nun, daß 
die einzelnen Teile des nach Sj gehenden Vektorzuges mit der 
Verhältniszahl nj zu multiplizieren sind und faßt aus der ganzen 
Vektorsumme die innerhalb des Gliedes i liegenden Vektoren für 
sich zusammen, so erhält man die Vektorsumme 



(8) (txO,Ä, + (t,,^0,(?,,s, 

wobei nach der früheren Festsetzung für die fortlaufende Summe 
aller Verhältniszahlen fi vom zweiten bis zum 2oten Glied kurz 
(*j,«o gesetzt ist. Man kann auch sagen ii^^o is* die Summe aller 
Zahlen (i, welche zu den Gliedern des Systems gehören, die vom 
ersten Glied abfallen, sobald man das Gelenk O^^^ durchtrennt; 
das sind aber im vorliegenden Fall die sämtlichen anderen Glieder. 

Der Hauptpunkt H^ des ersten Gliedes stellt den Schwerpunkt 
des ersten reduzierten Systems dar. Das letztere wird dadurch 
erhalten, daß man in (tj , die Massen der sämtlichen bei Durch- 
trennung von 6ri 3 abfallenden Glieder konzentriert und dem ersten 
Gliede hinzugefügt denkt; das sind aber hier die Massen m^, m^, 
w^ . . . m^. Nach dem allgemein gültigen Satze (5) erhält man 
daher für den Vektor O^H^, welcher den Ausgangspunkt 0^ mit 
dem Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes verbindet, gerade den 
Ausdruck (8). 

Während innerhalb des ersten Gliedes von jedem nach einem 
Schwerpunkt Sj gehenden Vektorzug wenigstens ein Teil verläuft, 
enthält das zweite Glied aus der ganzen Summe nur den Vektor 
6^2,8^2 ' ^^^^^ ^^^ ^^ d^^ Z^hl i^2 ^^ multiplizieren, so daß man erhält 

(9) f*,-<^J,8^2- 

Dieses Produkt stellt aber gerade den von ö^^, nach dem 
Hauptpunkte H^ gezogenen Vektor G^^^H^ dar, was man unmittel- 
bar daraus erkennt, daß bei der Zusammensetzung des zweiten 
reduzierten Systems mit Ausnahme von m, die sämtlichen Massen 
der übrigen Glieder in G^^^ selbst konzentriert anzunehmen sind. 

Im dritten Gliede verlaufen dreierlei verschiedene Vektoren 
der ganzen Summe, nämlich die Vektoren Gi^^G^^^y G^^^S^ und 
(ti 8 6^8 4 15; dieselben gehen also alle drei vom Gelenkpunkte Gi^^ 
aus. Der Vektor G^^^G^^^ kommt nur in dem von 0^ nach 8^ 
führenden, und der Vektor G^^^S^ nur in dem von 0^ nach 8^ 
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gehenden Vektorzuge vor; der erstere ist also allein mit (i,, der 
letztere allein mit fij zu multiplizieren. Der Vektor G^i,3Ö8,4,i5 ♦'ritt 
dagegen als Bestandteil der sämtlichen nach dem vierten bis zum 
2oten Schwerpunkt führenden Vektorzüge auf; derselbe ist daher 
mit der Summe sämtlicher fi mit Ausnahme der drei ersten zu 
multiplizieren. Bezeichnet man diese letztere Summe wiederum 
kurz durch ii^^^y so erhält man aus der ganzen Vektorsumme für 
das dritte Güed den Bestandteil 



(To) fij . Ö,,5<T2^8 + f^» ^1,8^8 + (*4,«0 Ö^l, » 0^3, 4, 15 • 



Beachtet man, daß beim dritten reduzierten System in G^^^ 
die Masse Wj, in G^^ die Masse w, und in 6^3,4,15 die Massen w^, 
Wg, Wj . . . ni^Q konzentriert sind, und daß der Schwerpunkt dieses 
Systems mit dem Hauptpunkt H^ des dritten Gliedes indentisch 
ist, so erkennt man aus (5), daß (10) mit dem Vektor G^^^E^ 
übereinstinmit. 

So kann man Schritt für Schritt weiter gehen und zeigen, 
daß der Teil der ganzen Vektorsumme, welcher nur Vektoren ent- 
hält, die zu einem bestinmiten der zwanzig Glieder gehören, allemal 
die Bedeutung des von einem Gelenkmittelpunkt dieses Gliedes nach 
dem Hauptpunkt desselben gehenden Vektors besitzt. Welcher Ge- 
lenkmittelpunkt des betreffenden Gliedes, das die Nummer j tragen 
soll, dabei in Frage kommt, ist leicht zu erkennen. Es ist der- 
jenige, welcher dem von 0^ nach dem Schwerpunkte S^ dieses 
Gliedes gehenden Vektorzuge angehört. Man kann von ihm sagen, 
daß er innerhalb des ganzen Gelenksystems dem i. Gliede am 
nächsten liegt, oder mit anderen Worten, daß er im System die 
Verbindung des j ten Gliedes mit dem ersten herstellt; denn wenn 
man das betreffende Gelenk durchtrennt, so wird dadurch auch 
die Verbindung mit dem i. Gliede unterbrochen, was bei Durch- 
trennung eines anderen Gelenkes des Jten Gliedes nicht der Fall 
sein würde. 

Faßt man, um nur noch ein Beispiel anzuführen, alle Glieder 
der ganzen Vektorsumme zusanmien, welche dem 9. Gliede an- 
gehören, so findet man viererlei verschiedene Vektoren, nämlich 
ö^i.9^9> 0^4» 9 6^9,10? G^4,9Öe,n und G^^G^^^^^. Wie man sieht, gehen 
dieselben alle vom Gelenkmittelpunkt G^^ aus; dieser gehört aber 
gerade zu demjenigen Gelenk, welches im System die Verbindung 
des 9. Gliedes mit dem i. herstellt. Der Vektor G^^^S^ kommt 
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allein in dem von 0^ nach 8^ führenden Vektorzuge vor; er ist 
also nur mit fi^ zu multiplizieren. Der Vektor G^^Gq^^q gehört 
nur dem von 0^ nach 8^^, und der Vektor G^^^G^^^^ nur dem von 
Oj nach 8^^ fahrenden Vektorzuge an; der erstere ist daher mit 
(ij^j^, der letztere mit fi^^ zu multiplizieren. Dagegen ist der Vektor 
0^4,96^9,11 gemeinsamer Bestandteil der nach 8^^, 8^^ und 8^^ fahrenden 
Vektorzüge und ist daher mit der Summe (i^^ + fi^^ + fi^j zu mul- 
tiplizieren, für welche kurz fiu^i, geschrieben werden soll. Dem- 
nach gehört zu dem 9. Gliede die Vektorsumme 

(i i) fij, • G^;,9^ + f^io • 0^4,96^9,10 + f^ii,i8 • 6^4,96^9,11 + !^u • 6^4,96^9,14- 

Beim 9. reduzierten System sind in 6r4^9 die Massen aller 
Glieder angebracht, welche nach Durchtrennung dieses Gelenks 
von dem 9. Gliede abfallen. Da der Vektor nach dem Haupt- 
punkte des 9. Gliedes von eben diesem Gelenkmittelpunkt ausgeht, 
so ist es nicht nötig, diese Massen besonders aufzuführen. Außer- 
dem findet sich in G^^^^ die Masse m^^y in Gj^n die Massensumme 
^11 + ^12 + ^18 ^^^ ^ 6^9,1* ^^ Masse m^^ konzentriert. Der nach 
dem Schwerpunkte H^ des 9. reduzierten Systems von G^^ a.us 
gezogene Vektor besitzt daher nach (5) gerade den Wert (11). 

Bezeichnet man die von den Gelenkmittelpunkten eines Glieds 
nach seinem Hauptpunkte gezogenen Vektoren in der Richtung 
vom Gelenkmittelpunkt zum Hauptpunkt wieder allgemein 
als Hauptstrecken dieses Gliedes und sagt von einer Haupt- 
strecke, daß sie innerhalb des Gelenksystems einem anderen Gliede 
am nächsten liegt, wenn sie gerade von dem Gelenk ausgeht, 
welches im System die unmittelbare oder mittelbare Verbindung 
der beiden Glieder herstellt, so kann man die auf der rechten 
Seite von (5) stehende Vektorsamme im vorliegenden Falle er- 
setzen durch die Vektorsumme aus O^H^ und den sämtlichen zu 
den neunzehn übrigen Gliedern gehörenden Hauptstrecken, welche 
innerhalb des Systems dem i. Gliede am nächsten liegen. Nimmt 
man als Ausgangspunkt nicht 0^, sondern den Hauptpunkt H^ des 
I. Gliedes, so verschwindet der erste Vektor, und man hat von 
H^ aus nur noch die Vektorsumme der neunzehn Hauptstrecken 
zu bilden, um zu dem Gesamtschwerpunkte 8„ des ganzen Systems 
zu gelangen. 

Daß man zu ganz entsprechenden Ergebnissen kommen muß, 
wenn man nicht von 0,, sondern vom freien Endpunkt eines der 
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übrigen Endglieder ausgeht, ist ohne weiteres klar; es kommen 
nur dann in den einzelnen Gliedern Hauptstrecken in Frage, die 
im allgemeinen an anderen Gelenkmittelpunkten beginnen, näm- 
lich immer an denen, welche innerhalb des Systems dem Aus- 
gangsgliede am nächsten liegen. Es erübrigt daher nur noch zu 
untersuchen, wie sich die Verhältnisse stellen, wenn man von 
einem im Innern des Systems befindlichen Glied ausgeht und als 
Anfangspunkt der einzelnen Vektoren in (5) etwa einen an diesem 
Glied befindlichen Gelenkmittelpunkt nimmt. 

Setzt man z. B. in (5) für den Gelenkmittelpunkt G^^ 
und bildet von diesem aus sowohl den geradlinigen Vektor nach 
dem Gesamtschwerpunkt S^y als auch die innerhalb des Systems 
über die zwischenli^enden Gelenkmittelpunkte führenden Vektor- 
züge nach den Einzelschwerpunkten Ä^, so wird man bei geeigneter 
Gruppienmg der Glieder auf der rechten Seite von (5) ebenfalls 
2U einer einfachen Konstruktion des Gesamtschwerpunktes mit 
Hilfe der Hauptstrecken geführt. Denn es läßt sich nach den 
bisherigen Auseinandersetzungen leicht einsehen, daß die aus der 
ganzen Vektorsumme herausgegriffenen Glieder, welche nur Vektoren 
mit dem gleichen Index enthalten, zusammen eine Hauptstrecke 
des Gliedes von diesem Index ergeben, und zwar diejenige Haupt- 
strecke, welche innerhalb des Systems dem Ausgangspunkt G^^ 
am nächsten liegt. Es kommt dabei auf dasselbe hinaus, ob man 
den Gelenkmittelpunkt G^^ 9 dem 4. oder dem 9. Gliede zurechnet 
Vergleicht man den vorliegenden Fall mit dem zuerst betrachteten, 
bei welchem der Punkt 0^ des i. Gliedes den Ausgangspunkt für 
alle Vektorzüge bildete, so erkennt man, daß jetzt nur bei den 
Gliedern i, 3 und 4 andere Hauptstrecken auftreten, während 
man bei den übrigen Gliedern ohne Ausnahme zu den früheren 
Hauptstrecken geführt wird. An diesen drei Gliedern konunen 
jetzt in Frage bezüglich die Hauptstrecken G^^^H^y G^^^H^ 
und G^^H^^y während sich z. B. beim 9. Gliede wie im ersten 
Falle die Hauptstrecke G^^H^ einstellt. Geht man nicht von G^^y 
sondern vom Hauptpunkte H^ aus, so verschwindet die Haupt- 
strecke G^^B^y während die übrigen Hauptstrecken sich nicht 
ändern; man hat daher von H^ nur die Summe der letzteren 
Hauptstrecken, welche zu den übrigen neunzehn Gliedern gehören, 
zu bilden, um zu dem Gesamtschwerpunkte So zu gelangen. 
Wählt man dagegen H^ als Ausgangspunkt, so verschwindet G^^H^y 
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und es bleibt wiederum nur noch die Summe der neunzehn Haupt- 
strecken übrig, welche zu den sämtlichen anderen Gliedern gehören 
und innerhalb des Systems dem 9. Gliede am nächsten liegen. 
Das Prinzip der Konstruktion des Gesamtschwerpunktes bleibt 
also im wesentlichen dasselbe, wenn man von dem Hauptpunkte 
eines inneren Gliedes, als wenn man von dem Hauptpunkte eines 
Endgliedes ausgeht. Es gilt daher ganz allgemein der 

Satz: Bei jedem beliebigen räumlichen Gelenksystem 
wird man stets zu dem Gesamtschwerpunkte geführt, 
wenn man vom Hauptpunkte irgend eines der n Glieder 
aus die Vektorsumme der n — i zu den übrigen Gliedern 
gehörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des 
Systems dem Gliede, von dessen Hauptpunkt man aus- 
geht, am nächsten liegen; dabei ist jede Hauptstrecke in 
der von dem betreffenden Gliede abgewendeten Richtung 
zu nehmen. 

b) Znsammenliaiig zwisehen den Hauptpunkten und den Schwerpunkten 

der Teilsysteme. 

Der Zusammenhang der Hauptpunkte mit den Schwerpunkten 
bestimmter Teile des ganzen Gelenksystems ist in der früheren 
Arbeit noch nicht untersucht worden. Es ist daher zweckmäßig, 
sich diese Beziehungen zunächst für das ebene Gelenksystem ab- 
zuleiten; die Verallgemeinerung auf das allgemeine räumliche 
Gelenksystem ist dann leicht zu machen. 

Es mag der Betrachtung wieder das^durch Figur i dargestellte 
sechsgliedrige ebene Gelenksystem zugrunde gelegt werden. In 
Figur 3 ist dasselbe in der früheren Weise noch einmal mit dem 
von H^ nach dem Gesamtschwerpunht S^ fahrenden Vektorzuge 
aufgezeichnet worden. Die Eckpunkte dieses Vektorzuges, welche 
hier mit fii^g, JSi^j? -Si,4 ^^^ Sit bezeichnet sind, haben eine 
ganz bestinmie Bedeutung. 

So stellt fii^2 den Hauptpunkt des aus dem ersten und 
zweiten Gliede bestehenden Systems dar. Derselbe hat nur so lange 
eine feste Lage in diesem zweigliedrigen System, als die beiden Glieder 
zu einander festgestellt sind, so daß sie sich wie ein einziger starrer 
Körper verhalten; bei Beweglichkeit des Gelenks G^^^ stellt -Hj , 
dagegen einen gegen beide Glieder veränderlichen Punkt dar. Daß 
derselbe als Hauptpunkt des Gelenksystems der zwei ersten Glieder 
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aufgefaßt werden muß, geht unmittelbar aus seiner Beziehung zum 
Gesamtschwerpunkte S^ hervor. Denn man gelangt zu Ä^, indem 
man von H^i aus die Vektorsumme der zu den vier übrigen 
Gliedern gehörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des 
Systems dem ersten und zweiten Gliede am nächsten liegen. 
Daraus ergibt sich aber rückwärts, daß er der Schwerpunkt des 
aus den beiden ersten Gliedern zusammengesetzten reduzierten 
Systems ist, d. h. des Massensystems, welches man erhält, indem 




Fig. 3- 



man in G^^^ die Massen m,, m^, m^ und m^ konzentriert und dem 
zweiten Gliede, und damit dem aus dem ersten und zweiten 
Gliede bestehenden Teilsystem hinzugefügt denkt. Um JSi,, zu 
finden, hätte man also 6r, j mit dem Schwerpunkte ä, ^ des aus 
den beiden ersten Gliedern bestehenden Gelenksystems zu verbinden 
und diese Verbindungslinie im Verhältnis (m^ + m^) : (m^ + wt^ + w^ + m J 
zu teilen. Hieraus geht aber hervor, daß S^^^ auf der Verlängerung 
der Strecke O^^^H^^^ liegt und zwar so, daß 

(12) 



Ö^»,l'S',,» = ji^^-Ö'^8-S'l,S- 
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Wie JBi^a als veränderlicher Hauptpunkt des aus dem ersten 
und zweiten Glied bestehenden öelenksystems aufzufassen ist, so 
hat J5i8 die Bedeutung des, natflrlich ebenfalls veränderlichen 
Hauptpunktes des Systems der drei ersten Glieder. Weiterhin 
stellen Hi^^ und fi", 5 die veränderlichen Hauptpunkte der Teil- 
systeme dar, welche sich aus den vier ersten und aus den fönf 
ersten Gliedern zusammensetzen. Davon kann man sich ohne alle 
Bechnung überzeugen, wenn man von dem Gesamtschwerpunkte 8„ 
aus rückwärts zu den Hauptpunkten übergeht. 

Da man von H^ zu S^ gelangt, indem man von H^ die Vektor- 

6 

sunune ^Cj bildet, so wird man rückwärts zu H^ geführt, wenn 

t 

man von S^ aus diese fünf Hauptstrecken in entgegengesetzter 

t 
Richtung an einander setzt, also die Vektorsunmie — ^Cf bildet. 

6 

Wenn man nun einige aufeinanderfolgende Glieder zu einem System 
vereinigt denkt, so wird hierdurch die Lage der Hauptpunkte und 
die Größe der Hauptstrecken bei den übrigen Gliedern in keiner 
Weise geändert. Dies folgt ohne weiteres aus der Zusammen- 
setzung der reduzierten Systeme, welche zu diesen letzteren Gliedern 
gehören. Nimmt man also z. B. die drei ersten Glieder zu einem 
System zusammen, so muß man zu dem Hauptpunkte desselben 
gelangen, wenn man von S„ aus die in entgegengesetzter Richtung 
zu nehmenden Hauptstrecken c^ , c^ und c^ nach einander abträgt; 
derselbe fällt also, wie man aus Figur 3 erkennt, mit fii^, zu- 
sammen. Faßt man die vier ersten Glieder oder die fünf ersten 
Glieder für sich zu einem System zusammen, so hat man von S^ 
aus entweder die Vektorsumme —c^ — c^ oder nur den Vektor — c^ 
abzutragen. Man kommt dann auf £^4 oder Hi^^y so daß also 
diese Punkte in der Tat die veränderlichen Hauptpunkte der 
beiden Systeme darstellen. Würde man schließlich alle sechs 
Glieder des Systems zusammennehmen, so käme man auf diese 
Weise zu dem Resultat, daß der Gesamtschwerpunkt 8^ mit dem 
Hauptpunkt des ganzen Gelenksystems identisch ist Das stimmt 
aber vollständig mit der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwer- 
punkte der reduzierten Systeme überein; denn das zu dem System 
der sechs Glieder gehörende reduzierte System ist von dem ganzen 
Gelenksystem nicht verschieden. 
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Da das zum Teilsystem der drei ersten Glieder gehörende 
reduzierte System dadurch erhalten wird, daß man in G^s^ die 
Massensumme w^ + m^ + m^ konzentriert denkt, so muß der Schwer- 
punkt Sj 8 dieses Teilsystems auf der Verlängerung von G^^^H^^^ 
liegen, und zwar so, daß 

(13) ö-x.==,7-.-^^:^- 

Bei der Zusammensetzung des zu dem Teilsystem der vier 
ersten Glieder gehörenden reduzierten Systems hat man in 6^4^ 5 die 
Massen m^ und m^ zu konzentrieren und dem System der vier 
ersten Glieder hinzuzufügen. Deshalb liegt Jffj ^ auf der Ver- 
bindungslinie von 6^4 6 und Ä^ 4 so, daß 



Schließlich erkennt man auch, daß (rgg, fiij und iS^g in 
gerader Linie liegen müssen, und daß 



(15) 0^5,6^1,5 = — • 6^5,6-^1,5- 

"1,5 

Hieraus ergibt sich also ein sehr einfaches Mittel, von dem 
Hauptpunkte eines aus mehreren aufeinanderfolgenden Gliedern 
bestehenden Teilsystems zu dem Schwerpunkte des letzteren zu 
gelangen. Die Lage des betreffenden Systemhauptpunktes, welche 
sich mit den Gelenkstellüngen ändert, ist aber leicht mit Hilfe der 
Hauptstrecken abzuleiten, wie man aus Figur 3 erkennt. Man 
braucht zu diesem Zwecke nur von dem Hauptpunkte eines Gliedes 
dieses Teilsystems aus die Vektorsumme der zu den übrigen Gliedern 
desselben gehörenden Hauptstrecken zu bilden, welche innerhalb 
des Teilsystems dem Gliede, von dessen Hauptpunkt man ausgeht, 
am nächsten liegen. Die Hauptpunkte der Teilsysteme hängen also 
auf genau dieselbe Weise mit den Hauptpunkten ihrer Glieder zu- 
sammen, wie der Gesamtschwerpunkt mit den Hauptpunkten der 
sämtlichen Glieder. Der Schwerpunkt des ganzen Gelenksystems 
stellt daher gewissermaßen nur einen Spezialfall eines Systemhaupt- 
punktes dar. Es ist infolgedessen kein Wunder, wenn die Haupt- 
punkte der einzelnen Glieder und die Systemhauptpunkte in der 
Kinetik der Gelenksysteme eine gleich wichtige Kolle spielen, wie 
der Schwerpunkt in der Kinetik eines einzigen starren Körpers. 

Da bei der Ableitung des geschilderten Zusammenhanges 
zwischen den Hauptpunkten und Schwerpunkten der aus dem 
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ganzen öelenksystem herausgegriffenen Teilsysteme in keiner Weise 
darauf Rücksicht genommen wurde, daß die einzehien Glieder 
durch Schamiergelenke mit parallelen Achsen verbunden sein sollten, 
so wird derselbe auch noch bestehen bleiben, wenn man die Ge- 
lenke als solche von zwei und drei Freiheitsgraden mit festem 
Gelenkmittelpunkt auffaßt, und somit von dem ebenen Gelenk- 
system zu einem räumlichen von entsprechender Zusammensetzung 
übergeht. Es ist daher nur noch nötig, zu zeigen, daß eine ganz 
gleiche Beziehung zwischen den Hauptpunkten und den Schwer- 
punkten der Teilsysteme eines jeden beliebigen räumlichen Gelenk- 
systems bestehen muß. 

Um diesen Nachweis zu führen, soll wieder auf das sehr 
allgemeine durch Figur 2 veranschaulichte System zurückgegriffen 
werden. Da die Anzahl der Teilsysteme, welche man hier aus 
dem ganzen System absondern kann, infolge der großen Anzahl 
der Glieder und der Mannigfaltigkeit der Gelenkverbindungen 
sehr groß ist, so wird es genügen, den angedeuteten Zusammen- 
hang zwischen Hauptpunkten und Schwerpunkten an einem einzigen 
möglichst vielgliedrigen Teilsystem festzustellen. 

Es soll zu diesem Zwecke das größere der beiden Systeme 
in Betracht gezogen werden, in welche das ganze Gelenksystem 
zerfällt, wenn man die Gelenkverbindung (T4 9 durchtrennt. Das- 
selbe setzt sich aus den Gliedern i bis 8 und 15 bis 20 zusammen. 
Denkt man sich dieses Teilsystem bei irgend einer Stellung seiner 
einzelnen Glieder zu einander für einen Augenblick als starr, so ver- 
hält sich dasselbe wie ein einziges Glied des ganzen Gelenksystems; 
außer demselben sind dann nur noch die sechs Glieder 9 bis 14 
vorhanden, von denen das Glied Nr. 9 mit dem als erstes Glied 
aufzufassenden Teilsystem durch das Gelenk G^^ zusammenhängt 
Zur Konstruktion des Gesamtschwerpunktes S^ des ganzen Gelenk- 
systems hat man in diesem Falle nur sieben Hauptpunkte nötig, 
nämlich den Hauptpunkt JT, des genannten Teilsystems und die 
sechs Hauptpunkte H^, H^^y H^^y H^y -S^, und H^^ der Glieder 9 
bis 14; die letzteren haben innerhalb der sechs Glieder genau 
dieselbe Lage wie in dem Falle freier Beweglichkeit der sämtlichen 
zwanzig Glieder des Systems; denn die aus diesen sechs Gliedern 
hervorgehenden sechs reduzierten Systeme sind ganz davon un- 
abhängig, ob das Teilsystem starr ist, oder selbst ein G^lenk- 
system darstellt. Zur Konstruktion von S^ hat man daher von 
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Ht aus die Vektorsumme der zu den öliedem 9 bis 14 gehörenden 
Hauptstrecken zu bilden, welche innerhalb des Gelenksystems dem 
Gelenk (r^g am nächsten liegen, und zwar in einer von diesem 
Gelenk abgekehrten Richtung. Trägt man rückwärts vom Gesamt- 
schwerpunkte S^ aus diese sechs Hauptstrecken in umgekehrter 
Richtung nach einander ab, so muß man infolgedessen zum Haupt- 
punkte Et des Teilsystems gelangen, gleichgültig wie die Glieder 
desselben zu einander gestellt sind. 

Andererseits gelangt man aber auch zu dem Hauptpunkte H„ 
wenn man von dem Hauptpunkt irgend eines Gliedes des Teil- 
systems ausgeht und die Vektorsumme aller zu den übrigen 
Gliedern des Teilsystems gehörenden Hauptstrecken bildet, welche 
innerhalb des Teilsystems dem betreffenden Gliede am nächsten 
liegen, und zwar wiederum in einer von diesem Gliede abgewendeten 
Richtung. Dies geht unmittelbar daraus hervor, daß H^ einen 
Eckpunkt des ganzen Vektorzuges darstellt, den man zur Kon- 
struktion des Gesamtschwerpunktes vom Hauptpunkte irgend eines 
Gliedes des Teilsystems aus in der Weise bildet, daß die zu den 
Gliedern 9 bis 14 gehörenden Hauptstrecken zuletzt kommen. 

Der Hauptpunkt H^ hat nun die Bedeutung des Schwerpunktes 
des reduzierten Systems, welches aus dem betreffenden Teilsystem 
hervorgeht. Zur Bildung des letzteren hat man nur in 6^4,9 die 
Massen der sechs Glieder 9 bis 14 konzentriert und dem System 
hinzugefügt zu denken. Daher muß H^ auf der Verbindungslinie 
des Gelenkmittelpunktes (r^ 9 mit dem Schwerpunkte S^ des Teil- 
systems liegen und dieselbe im umgekehrten Verhältnis der Summe 
der sechs Massen m^ bis m^^ und der Masse des Teilsystems teilen. 
Bezeichnet man die erstere kurz mit ^9 14 und die letztere mit 
m., so hat man also 



(16) Q^^^H, : Hß, = m, : Wg,^- 

Beachtet man, daß m^ + m^^^i^ der Gesamtmasse m^ des ganzen 
Gelenksystems gleich ist, und bezeichnet mit ft^ kurz das Ver- 
hältnis mt'.m^y so erkennt man leicht, daß aus (16) hervorgeht 

(17) 0^4,»^« = -- Ö^4.9-H<- 

Diese Beziehung stellt sich direkt als die Verallgemeinerung der 
für das oben in Betracht gezogene ebene Gelenksystem geltenden 
Beziehungen (12) bis (15) dar. Man hat daher die ganz allgemein 
gültigen Sätze: 
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Satz: Denkt man sich bei einem beliebigen ebenen 
oder räumlichen öelenksystem alle Glieder zu einem 
Teilsystem zusammengefaßt, welche beim Durchtrennen 
eines Gelenks vom ganzen System abfallen würden, so 
erhält man den in seiner Lage veränderlichen Haupt- 
punkt dieses Teilsystems, indem man von dem Haupt- 
punkte eines Gliedes des Teilsystems aus die Vektor- 
summe der zu den, übrigen Gliedern des Teilsystems 
gehörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des 
Systems dem Gliede, von dessen Hauptpunkt man aus- 
geht, am nächsten liegen, und zwar in einer von diesem 
Gliede abgewendeten Richtung. * 

Den Zusammenhang zwischen dem Hauptpunkte und dem 
Schwerpunkte eines Teilsystems ergibt der folgende 

Satz: Der Schwerpunkt eines solchen im vorigen 
Satze näher bezeichneten Teilsystems liegt stets auf der 
Verlängerung des Vektors, welcher den Mittelpunkt des 
Trennungsgelenks mit dem Hauptpunkte des Teilsystems 
verbindet. Sein Abstand vom Mittelpunkt des Trennungs- 
gelenks verhält sich zum Abstand des Hauptpunktes von 
demselben Gelenkmittelpunkt wie die Masse des ganzen 
Gelenksystems zur Masse des Teilsystems. 

e) Beziehnngen der Hauptpunkte zu den Verrttcknngen des rtnmliehen 

Gelenksystems. 

In der früheren Arbeit ist sowohl för die ebenen Gelenk- 
systeme als auch ftlr ein spezielles räumliches System nachgewiesen 
worden, daß die Hauptpunkte auch in sehr naher Beziehung zu 
bestimmten Verrückungen des ganzen Systems relativ zum Gesamt- 
schwerpunkt stehen. Erteilt man nämlich dem ganzen System eine 
Verrückung, bei welcher nur ein Glied durch Drehen seine Orientierung 
im Baum ändert, während alle anderen Glieder reine Translations- 
bewegungen ausführen, und verlangt, daß dabei der Gesamtschwer- 
punkt an seiner Stelle bleibt, so muß die Drehung des betreffenden 
Gliedes um eine Achse durch seinen Hauptpunkt stattfinden. Die 
Drehung dieses Gliedes braucht durchaus nicht unendlich klein zu 
sein; auch bei beliebig ausgedehnter Drehung um Achsen durch den 
Hauptpunkt eines Gliedes mit gleichzeitiger Translation aller anderen 
Glieder behält der Gesamtschwerpunkt seinen Ort im Baume bei. 

Abhandl. d. K. 8. OeMllMhaft d. WttMiuch., mftth.-phyt. Kl. XXIX. it. 20 
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Dieser Satz ist früher auf etwas umständlichem Wege för 
das ebene Gelenksystem bewiesen worden, bevor der unter a) ge- 
schilderte Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und dem 
Gesamtschwerpunkte gewonnen war. Nach Kenntnis dieses Zu- 
sammenhanges ist dagegen der Satz unmittelbar einzusehen. Er- 
teilt man beispielsweise dem durch Figur i dargestellten Gelenk- 
system eine Drehung um eine Achse durch den Hauptpunkt H^ 
des ersten Gliedes und läßt ftlr die anderen Glieder, welche dabei 
natürlich nicht in Ruhe bleiben können, nur Translationsbewegungen 
zu, so werden mit Ausnahme der Längsachse des ersten Gliedes 
alle Längsachsen ihre Richtung im Räume beibehalten und nur 
Paralldverschiebungen erfahren. Daraus folgt aber ohne weiteres, 
daß der vom festbleibenden Punkte H^ aus nach dem Gesamt- 
schwerpunkte S^ führende Vektorzug der Hauptstrecken ^ bis c^ 
bei der Bewegung vollkommen ruhig und daher auch der End- 
punkt 8^ desselben an seiner Stelle bleibt. Das gilt sowohl, wenn 
das Gelenksystem eben ist, als wenn die Gelenke mehrere Freiheits- 
grade besitzen. Ln ersten Falle kann natürlich die Drehung des 
ersten Gliedes nur um eine zu den Scharnierachsen parallele Achse 
durch H^ stattfinden. Beim räumlichen Gelenksystem kann da- 
gegen die durch H^ gehende Drehungsachse ganz beliebige Richtung 
besitzen. Voraussetzung ist dabei nur, daß die übrigen Glieder 
tatsächlich die Drehung des einen mit Translationsbewegung be- 
gleiten können. Das ist aber sicher der Fall, wenn, wie zunächst 
angenommen wurde, die sämtlichen Gelenke des räumlichen Gelenk- 
systems drei Freiheitsgrade besitzen. Es ist auch gar nicht nötig, 
daß die Achse durch H^ ihre Richtung bei einer endlichen Drehung 
des ersten Gliedes beibehält. Auch wenn die Drehung um H^ 
ganz allgemeiner Natur ist, indem sie um stetig wechselnde in- 
stantane Achsen stattfindet, wird doch der Gesamtschwerpunkt 
an seiner Stelle bleiben, wenn alle anderen Glieder nur Trans- 
lationsbewegungen ausführen. 

Daß das Gleiche gilt, wenn man ein anderes Glied um seinen 
Hauptpunkt dreht und den übrigen dabei nur Translations- 
bewegungen gestattet, erkennt man unmittelbar, wenn man den 
zum Gesamtschwerpunkte fahrenden Vektorzug an dem Haupt- 
punkte dieses Gliedes beginnen läßt. 

Bisher wurde nur das durch Figur i dargestellte Gelenksystem, 
welches sowohl als eben als auch als. räumlich aufgefaßt werden 
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konnte, in Bücksicht gezogen. Man überzeugt sich aber leicht, 
daß bei jedem beliebigen raumlichen Gelenksystem genau dieselben 
Beziehungen zwischen den Hauptpunkten und den Verrückungen 
des ganzen Systems um den Gesamtschwerpunkt gelten. Dreht man 
z. B. das 4. Glied des durch Figur 2 dargestellten Systems um seinen 
Hauptpunkt H^ und läßt dabei alle neunzehn anderen Glieder 
nur Translationsbewegungen machen, so werden die Richtungen 
der zu diesen neunzehn Gliedern gehörenden Hauptstrecken, welche 
innerhalb des Systems dem 4. Gliede am nächsten liegen, bei dieser 
Bewegung des ganzen Gelenksystems ungeändert bleiben. Da H^ 
selbst fest ist, so wird daher auch der von JB4 nach S^ führende 
Vektorzug trotz der Bewegung des Systems im Baume fest bleiben, 
und es wird insbesondere der Gesamtschwerpunkt S^ seinen Ort 
beibehalten. 

Aus diesem Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und 
den angedeuteten Bewegungen des Gelenksystems relativ zum 
Gesamtschwerpunkt geht hervor, daß man die allgemeinste Ver- 
rückung des ganzen Systems um seinen Schwerpunkt S^ aus n der- 
artigen Drehungen je eines Gliedes um seinen Hauptpunkt mit 
gleichzeitigen Translationen aller anderen Glieder zusammengesetzt 
denken kann. Für die Translationsbewegung eines Gliedes ist 
dabei die Bewegung desjenigen Gelenkmittelpunktes des allein sich 
drehenden Gliedes maßgebend ^ welcher dem die Translation aus- 
führenden Glied innerhalb des Systems am nächsten liegt. Dieser 
Gelenkmittelpunkt bewegt sich aber auf einer Eugelfläche um den 
ruhenden Hauptpunkt^ deren Badius die denselben mit dem Haupt- 
punkt verbindende Hauptstrecke ist. 

d) Folgenuigen fOr die Kinetik des Gelenksystems. 

Wenn ein Glied sich dreht, während alle anderen mit ihm 
zusammenhängenden Glieder Translationsbewegungen ausführen, 
so verhalten sich die letzteren in kinetischer Beziehung genau so, 
als ob ihre Massen in dem ihnen am nächsten liegenden Gelenk- 
mittelpunkte des sich drehenden Gliedes konzentriert wären. Man 
wird also auch durch diese Betrachtungen wieder zu den redu- 
zierten Systemen geführt. 

Auch das Verhalten der Kräfte bei diesen Verrückungen ent- 
spricht in jeder Beziehung den Eigenschaften der reduzierten 
Systeme. Greift eine Kraft nicht an dem Gliede an, welches um 

20* 
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seinen Hauptpunkt gedreht wird, sondern an einem der übrigen 
in Translationsbewegung begriffenen Glieder, so wird ihr AngriflFs- 
punkt eine Bahn beschreiben, welche mit der Bahn des ihm inner- 
halb des Systems am nächsten liegenden Gelenkmittelpunktes des 
sich drehenden Gliedes kongruent ist. Diese Kraft wird daher 
bei der Verrückung die gleiche Elementararbeit leisten, als wenn 
sie in gleicher Richtung und Stärke direkt an diesem Gelenk- 
mittelpunkte angriffe. Zu dem Begriff des reduzierten Systems 
gehörte es aber, daß jede nicht am Kemgliede angreifende Kraft 
parallel nach demjenigen Gelenkmittelpunkte des Kemgliedes ver- 
legt werden mußte, welcher ihrem Angriffspunkt innerhalb des 
Gelenksystems am nächsten liegt. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die in den Schwerpunkten 
der einzelnen Glieder angreifend zu denkenden Gewichtskräffce an, 
so erkennt man aus der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwer- 
punkte der reduzierten Systeme leicht, daß die nach den Gelenk- 
mittelpunkten des allein gedrehten Gliedes verlegten Gewichts- 
kräfte sich mit der im Schwerpunkte dieses Gliedes direkt an- 
greifenden Gewichtskraft zu einer Resultante zusammensetzen, 
welche dem Gewicht des ganzen Gelenksystems gleich ist und im 
Hauptpunkte des sich drehenden Gliedes angreift. Da dieser 
Hauptpunkt bei der Verrückung fest bleibt, so leistet also die 
Schwere bei derselben überhaupt keine Arbeit — ein Resultat, 
welches von vornherein zu erwarten war, weil ja der Gesamt- 
schwerpunkt So des Gelenksystems bei der betreffenden Verrückung 
seine Lage im Räume beibehält. — 

Man sieht also, alle bisher besprochenen Eigenschaften der 
reduzierten Systeme und Hauptpunkte, welche in der früheren 
Arbeit zunächst fdr das ebene Qelenksystem und ein spezielles 
am menschlichen Körper auftretendes räumliches Gelenksystem 
bewiesen worden sind, behalten ihre volle Gültigkeit bei jedem 
beliebigen räumlichen Gelenksystem. Es ist daher zu erwarten, 
daß die reduzierten Systeme für die Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen aller räumlichen Gelenksysteme dieselbe Bedeutung 
besitzen werden, wie bei den ebenen Systemen. 
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Die beideD ölieder i und 2 des Systems seien durch ein 
Kugelgelenk miteinander verbunden, so daß jedes Glied sich 
gegenüber dem anderen um einen Punkt, also mit drei Graden 
der Freiheit bewegen kann. Die Verbindungslinie des Gelenk- 
mittelpunktes (t,^2 mit dem Schwerpunkte Sj eines Gliedes soll, 
wie früher, als Längsachse des letzteren bezeichnet sein. Außer- 
dena werde zunächst der Einfachheit halber angenommen, daß die 
Längsachse eines jeden Gliedes eine Hauptachse des zu seinem 
Schwerpunkte gehörenden Trägheitsellipsoids sei. Durch diese 
Voraussetzung, welche eine ganz wesentliche Vereinfachung der 
ohnehin ziemlich ausgedehnten Formeln nach sich zieht, wird die 
Verwendbarkeit der abzuleitenden Formeln für viele Probleme 
der Bewegungsphysiologie deshalb nicht beeinträchtigt, weil die- 
selbe bei den meisten Abschnitten des menschlichen Körpers mit 
großer Annäherung erfüllt ist.^) 

a) Die aUgemeinen Koordinaten des Systems. 

Wenn ein derartiges zweigliedriges Gelenksystem sich ganz 
frei im Räume bewegen kann, so besitzt es 9 Freiheitsgrade. 
Es muß sich daher seine Gestalt und Lage im Baume durch 
9 allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmen lassen. Hierzu 
verwendet man am zweckmäßigsten drei räumliche Koordinaten, 
welche den Ort des Gesamtschwerpunktes, und außerdem för jedes 
Glied drei VJTinkel, welche seine Orientierung im Baume angeben. 

Dieser Koordinatenbestimmung sei ein ruhendes räumliches 
Koordinatensystem x, y, z zugrunde gelegt, dessen Achsen auf- 
einander senkrecht stehen. Die a;-Achse und y-Achse mögen, wie 



i) Vgl. W. Braune und 0. Fischer, Bestimmung der Trägheitsmomente des 
menschlichen Körpers und seiner Glieder. Abhandl. der math.-phys. Klasse der 
Königl Sachs. Gesellsch. der Wissensch. Bd. XYIII No. VIII. 1892. 
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es Figur 4 andeutet, in einer horizontalen Ebene liegen, und die 
vertikale ^-Achse soll vom Koordinatenanfangspunkt aus nach 
unten positiv gerechnet werden. Die Koordinaten des Gesamt- 
schwerpunktes S^ seien in diesem System x^^ y^, z^. Die Orientierung 
eines jeden der beiden Glieder wird am einfachsten durch die 
sogenannten EuLERSchen unsymmetrischen Winkel bestinmit; die- 
selben seien für das erste Glied mit 9?^, *j, q^ und fOr das zweite 
Glied mit y,, i^,, q^ bezeichnet/) Dabei möge bei jedem Gliede 
ffj den Winkel angeben, welchen die positive Eichtung seiner 
Längsachse mit der nach unten gerichteten Vertikalen, d. h. also 
mit der Richtung der positiven ^- Achse bildet. Als positive 
Richtung einer Längsachse soll, wie früher, diejenige genommen 
sein, in welcher dieselbe durchlaufen wird, wenn man vom freien 
Ende des ersten Gliedes aus über den Gelenkmittelpunkt G^^^ 
hinweg nach dem freien Ende des zweiten Gliedes zieht. Denkt 
man weiter durch jede Längsachse eine Vertikalebene gelegt (in 
Figur 4 die Ebenen ©^ und (£,), so wird diese Ebene im allgemeinen 
gegen die vertikale 1/^ -Ebene des Koordinatensystems geneigt sein; 
der Winkel, den die erstere mit der letzteren bildet, sei *,. Dieser 
kann auch gedeutet werden als Winkel zwischen den etwa vom 
Hauptpunkte des Gliedes aus gezogenen Normalen zu diesen beiden 
Vertikalebenen, wobei die Normale auf der y^-Ebene in der 
Richtung der positiven x -Achse und die Normale auf der Ebene % 
nach der Seite errichtet werden mag, von welcher aus die positive 
Richtung der Längsachse des Gliedes im Sinne des Uhrzeigers 
gegen die nach unten gerichtete positive ^-Achse um den Winkel 9?^ 
gedreht erscheint. Dieser zur Ebene @^ normale Halbstrahl soll 
unter Verwendung einer von Kxein und Sommerfeld eingeführten 
Bezeichnungsweise*) die Knotenlinie des Hauptpunktes ge- 
nannt werden. Hierdurch hat man ein einfaches Mittel, dem 
Winkel ^j ein bestimmtes Vorzeichen beizulegen, indem man fest- 
setzt, daß derselbe positiv genommen werden soll, wenn die 



i) In der Regel werden f&i' diese drei Winkel nach dem Vorgange von 
Euler bezüglich die Buchstaben <&, if;, tp verwendet. Daß hier an Stelle von d 
der Buchstabe 9, an Stelle von if; der Buchstabe und an Stelle von 9 der 
Buchstabe q gesetzt wurde, ist nur dem Umstand zuzuschreiben, daß schon in der 
früheren Arbeit die Winkel in dieser Weise eingeftQirt worden sind. 

2) Vgl. F. Klein imd A. Sommerfeld, Über die Theorie des Kreisels. Heft i. 
Leipzig 1897. Seite 17. 
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Knotenlinie des Hauptpunktes von der Seite aus gesehen, nach 
welcher die positive ^-Ächse geht, d. h. also von unten, im Sinne 
des Uhrzeigers gegen die positive a;-Achse um diesen Winkel 
gedreht erscheint. Dem Winkel (pj braucht man überhaupt nur 
positive Werte beizulegen. 



Fig. 4 

Durch die beiden Winkelpaare (pj und d^j ist nun nicht nur 
die Richtung einer jeden Längsachse, sondern auch ihre Lage 
gegenüber dem Gesamtschwerpunkt S^ schon vollkommen bestimmt. 
Dies läßt sich leicht erkennen, wenn man die Hauptpunkte Hj 
der beiden Glieder zu Hilfe ninunt. 
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Der Hauptpunkt H^ liegt auf der Längsachse des ersten 
Gliedes zwischen S^^) und G^y, seine Lage zu beiden wird durch 
die in der positiven Richtung der Längsachse des ersten Gliedes 
positiv zu nehmenden Vektoren S^H^ und H^Gi^^ bestimmt, för 
welche wieder kurz die Bezeichnungen e^ und d^ eingeföhrt sein sollen. 
Zur Berechnung der Länge dieser Vektoren dienen die unmittelbar 
aus der Bedeutung des ersten Hauptpunktes hervorgehenden Formeln 

(i8) 



M^d^ =^1^1 



wobei, wie früher, w^, m^ und m^ die Massen der beiden Glieder 
und des ganzen Systems, und s^ die Länge des Vektors S^G^^^ 
bedeuten sollen. 

Der Hauptpunkt JET, liegt auf der Längsachse des zweiten 
Gliedes zwischen Gj ^ und S^. Bezeichnet man wieder die Vektoren 
Gi^^Hi, Gi^^Si und H^S^ bezüglich mit c^, r^ und e,, so hat man 
zur Bestinmiung der Lage von J3, die Formeln 



(19) 



w^c, = m^Ti 



m^c^^=^m^e^ 



Sobald der Ort des Gesamtschwerpunktes feststeht, läßt sich 
mit Hilfe der Winkel y^, »^ und 9?^, *, die Lage der beiden 
Hauptpunkte leicht auffinden. Man braucht nur durch S^ zwei 
Vertikalebenen gelegt zu denken, welche mit der yz-Ehene die 
Winkel *j und #j bilden. In der ersteren zieht man von S^ einen 
Strahl, der gegen die nach unten gerichtete Vertikale um den 
Winkel 9?^ im Sinne des Uhrzeigers von der positiven Seite der 
Ebene aus gesehen erscheint. Als positive Seite der Ebene ist 
dabei diejenige aufzufassen, nach welcher die Normale geht, die 
gegen die positive o; -Achse von unten gesehen im Sinne des 
Uhi'zeigers um fr^ gedreht erscheint. Auf diesem Strahl ist von S^ 
aus in positiver Bichtung der Vektor d^ abzutragen, um den 
Hauptpunkt H^ zu erhalten. In der zweiten Ebene hat man von 

i) In Figur 4 sind die Schwerpunkte S^ und S^ ziemlich nahe dem freien 
Ende der beiden Glieder angenommen worden, damit die Hauptpunkte nicht zu 
nahe am Gelenk zu liegen kommen, wodurch die Deutlichkeit der Figur beein- 
trächtigt würde. 
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So aus einen StraW zu ziehen, welcher gegen die nach unten 
gerichtete Vertikale von der positiven Seite dieser Ebene aus 
gesehen im Sinne des Uhrzeigers um den Winkel (p^ gedreht 
erscheint; auf der ßückwärtsverlängerung dieses Strahles ist die 
Strecke c^, d. h. also es ist von S^ aus der Vektor — ~c^ abzutragen, 
um zu dem Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes zu gelangen. 
Zieht man nun durch H^ zu dem zuerst konstruierten Strahl und 
durch H^ zu dem zweiten Strahl je eine Parallele, so stellen die- 
selben die Langsachsen der beiden Glieder dar; dieselben müssen 
sich, wie man sofort einsieht, in einem Punkte schneiden, dem 
Gelenkmittelpunkte Gi^. 

Aus dieser Konstruktion der Längsachsen ist deutlich zu 
erkennen, daß die durch dieselben gehenden Vertikalebenen ©^ 
und @, (vgl. Figur 4) im allgemeinen nicht durch den Gesamt- 
schwerpunkt hindurchgehen. Der letztere liegt bei der in Figur 4 
angedeuteten Stellung dieser Ebenen auf der positiven Seite von 
beiden. 

Durch die Längsachsen und den sie verbindenden Gelenk- 
mittelpunkt ist nun die Orientierung der beiden Glieder im Räume 
noch nicht vollkommen gegeben; denn bei der vorausgesetzten 
Art der Gelenkverbindung kann jedes der beiden Glieder noch 
beliebig um seine Längsachse gedreht werden, ohne daß dadurch 
die Lage der letzteren und der Ort des Gesamtschwerpunktes im 
Räume geändert würden. Die Orientierung der beiden Glieder 
wird erst eine bestimmte durch die Angabe der Winkel q^ und q^. 
Um die Bedeutung dieser beiden Winkel zu verstehen, denke man 
sich innerhalb jedes der beiden Glieder eine, an und für sich 
beliebige, durch seine Längsachse hindurchgehende Ebene festgelegt. 
Dieselbe soll so gewählt werden, daß sie außer der Längsachse 
noch eine zweite Hauptträgheitsachse für den Schwerpunkt des 
Gliedes und damit auch für den Hauptpunkt desselben enthält. 
Der Winkel Qj gibt nun an, um wieviel in einer Stellung des 
Gliedes diese Ebene gegen die durch die Längsachse hindurch- 
gehende Vertikalebene gedreht erscheint. Um den Drehungssinn 
bequemer in Rechnung ziehen zu können, ist es auch hier zweck- 
mäßig, den Winkel Qj aus der gegenseitigen Neigung der etwa 
im Hauptpunkte des Gliedes zu errichtenden Normalen zu diesen 
beiden Ebenen abzuleiten. Es wurde schon oben für die eine, 
als Knotenlinie des Hauptpunktes bezeichnete Normale die positive 
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Richtung festgelegt; es ist daher nur noch nötig, auch für die 
innerhalb des Gliedes angenommene Ebene eine Seite festzusetzen, 
nach der hin ihre Normale, die natürlich ebenso wie die Ebene 
selbst im Gliede festliegt, positiv gerechnet werden soll. Wenn 
auch nur die letztere der beiden Normalen dem Gliede unverrückbar 
angehört, so liegen sie doch beide stets in einer bestinmiten im 
Gliede festen Ebene, welche auf der Längsachse desselben senk- 
recht steht. Bezeichnet man als positive Seite der letzteren Ebene 
diejenige, nach welcher die positive Richtung der Längsachse hin- 
weist, so hat man wieder ein einfaches Mittel, dem Winkel Qj ein 
bestimmtes Vorzeichen zu erteilen, indem man ihn als positiv 
oder negativ ansieht, je nachdem von der positiven Seite dieser 
Ebene aus die im Glied feste Normale im Sinne des Uhrzeigers 
oder im umgekehrten Sinne gegen die Knotenlinie um den Winkel Qj 
gedreht erscheint. 

Wie man sieht, ist es nur nötig zur Bestimmung der Orien- 
tierung eines Gliedes im Räume zwei Gerade innerhalb desselben 
festzulegen; als solche wurden gewählt die Längsachse und ein 
zu dieser senkrechter vom Hauptpunkt ausgehender Halbstrahl, 
der „erste Querachse des Gliedes'* genannt werden mag. Es 
soll nun als „Nullstellung" eines Gliedes diejenige bezeichnet 
sein, bei welcher die positive Richtung der Längsachse desselben 
die Richtung der positiven ;?- Achse, und die erste Querachse die 
Richtung der positiven x-Achse des ruhenden Koordinatensystems 
besitzt. Dann wird ein anderer ebenfalls im Gliede fester und zu 
der Längsachse wie zu der ersten Querachse desselben senkrechter 
Halbstrahl in die Richtung der positiven i/- Achse des ruhenden 
Koordinatensystems fallen; derselbe sei als „zweite Querachse 
des Gliedes" bezeichnet. Die erste und zweite Querachse und die 
Längsachse eines Gliedes können natürlich als die Achsen eines 
dem Gliede fest angehörenden rechtwinkligen Koordinatensystems 
aufgefEißt werden. 

Da sich bei vertikaler Stellung der Längsachse oo* Vertikal- 
ebenen durch dieselben legen lassen, so ist der Winkel * hierbei 
nach der bisherigen Erklärung unbestinmat, so lange nicht noch 
über denselben etwas festgesetzt ist. Es soll daher dem Winkel * 
in der Nullstellung des Gliedes der Wert Null beigelegt werden, 
womit ausgedrückt ist, daß unter allen Vertikalebenen durch die 
Längsachse in der Nullstellung die durch die zweite Querachse 
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gehende fftr die Bestimmung von d^ verwendet werden soll. Die 
vom Hauptpunkte des Gliedes ausgehende Knotenlinie besitzt also 
dann in der Nullstellung die Kichtung der positiven j:-Achse und 
fällt demnach in dieser Stellung mit der ersten Querachse zu- 
sammen, so daß hierbei der Winkel q den Wert Null besitzt. 
Da auch der Winkel cp infolge der vertikal nach unten gehenden 
Eichtung der Längsachse verschwindet, so ist also die Nullstellung 
eines Gliedes dadurch charakterisiert, daß alle drei Winkel den 
Wert Null annehmen. 

Befinden sich beide Glieder in der Nullstellung, so wird die 
Stellung des ganzen Gelenksystems, welche dann ebenfalls eine 
Nullstellung desselben genannt sein soll, allein durch die drei 
rechtwinkligen Koordinaten rc„, y^, z^ des Gesamtschwerpunktes 
eindeutig bestimmt. Es gibt also demnach oo^ Nullstellungen des 
Gelenksystems, die durch reine Translationsbewegungen ineinander 
übergeföhrt werden können. 

Bei einer Nullstellung des zweigliedrigen Gelenksystems liegen 
die beiden Längsachsen in einer vertikalen Geraden, welche auch 
den Gesamtschwerpunkt S^ enthält. Will man nun aus dieser 
Stellung in eine beliebige andere, durch oestinmite Werte der 
Winkel qp^, #j, ^^ und 9^, fr^, 9, charakterisierte, Stellung des 
Systems ohne Änderung der Lage des Gesamtschwerpunktes über- 
gehen, so kann man nach der unter I c) auseinandei^esetzten Eigen- 
schaft der Hauptpunkte so verfahren, daß man zunächst das erste 
Glied um seinen Hauptpunkt H^ dreht und gleichzeitig das zweite 
nur Translationsbewegung ausfahren läßt, und darauf das zweite 
Glied um seinen Hauptpunkt H^ dreht mit gleichzeitiger Trans- 
lationsbewegung des ersten Gliedes. Diese beiden Drehungen ge- 
stalten sich insbesondere in folgender Weise: 

Zuerst dreht man das erste Glied allein um seine Längsachse 
von unten gesehen im Sinne des Uhrzeigers um den Winkel *i, 
indem man dabei die Knotenlinie seines Hauptpunktes zunächst 
mit dem Gliede fest verbunden denkt; dadurch nimmt die stets 
horizontal bleibende Knotenlinie eine Richtung an, welche gegen 
die positive a> Achse ebenfalls um den Winkel #j geneigt ist. Da 
das zweite Glied diese Drehung nicht mitmachen soll, so bleibt 
es unterdes ganz in Ruhe, so daß nur eine entsprechende Bewegung 
im Gelenk G^^^^ eintritt. Darauf dreht man nun das erste Glied 
um die Knotenlinie seines Hauptpunktes um den Winkel 9^ und 
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bringt dadurch die Längsachse des ersten Gliedes in die gewünschte 
Richtung. Das zweite Glied kann wahrend dieser Drehung nicht 
in Ruhe bleiben; es begleitet dieselbe mit einer Translationsbewegung 
nach Maßgabe der Bewegung des Gelenkmittelpunktes G^^^. Dieser 
bewegt sich in der zur Knotenlinie senkrechten Ebene auf einem 
Kreis um H^ mit dem Radius d^. Bis hierher war die Knoten- 
linie fest mit dem ersten Glied verbunden zu denken. Bei der 
nun folgenden Drehung des ersten Gliedes um den Winkel (>j, 
welche um die Längsachse desselben stattfindet, wird dagegen 
dieser Zusammenhang aufgehoben, denn die Knotenlinie beteiligt 
sich an dieser Drehung nicht, sondern behält im Räume ihre Stellung 
bei. Infolgedessen wird die im Gliede feste erste Querachse des 
ersten Gliedes, welche bis dahin mit der Knotenlinie zusammen- 
fiel, durch diese Drehung von der Knotenlinie abgelöst, so daß sie 
schließlich gegen dieselbe um den Winkel q^ geneigt ist. Während 
dieser letzten Drehung des ersten Gliedes um seine Längsachse 
bleibt das zweite Glied wiederum im Räume fest, so daß abermals 
eine Bewegung im Gelenk G^^^ eintritt. 

Es findet also die durch den Winkel &^ bestimmte Drehung 
um eine im Raum feste Achse St^^ (vgl. Fig. 4) statt, welche die 
Richtung der positiven ^- Achse besitzt. Die durch den Winkel q^ 
gemessene Drehung geschieht dagegen um eine im Glied feste 
Achse 2t^, welche mit der positiven Richtung der Längsachse zu- 
sammenfällt und daher gegen die Achse 2t<^^ um den Winkel (p^ 
geneigt ist. Endlich ist die Achse St^^ für die Drehung um 
den Winkel 9^ im allgemeinen weder im Raum, noch im Glied 
fest; dieselbe, welche durch die Knotenlinie des ersten Gliedes 
gebildet wird, steht auf der Ebene der beiden Achsen ^^^ und Ä^^ 
senkrecht. 

Durch die genannten drei Drehungen hat zwar das erste 
Glied die richtige Orientierung im Räume erlangt, es befindet sich 
aber noch nicht in seiner richtigen Lage gegenüber dem Gesamt- 
schwerpunkt S^; die letztere wird erst erreicht durch eine Trans- 
lationsbewegung, die neben der Drehung des zweiten Gliedes um 
seinen Hauptpunkt einhergeht. Infolge der Translationsbewegung, 
welche das zweite Glied bei der Drehung des ersten ausfahren 
mußte, ist der Hauptpunkt H^ dagegen schon in seine richtige 
Stellung gekonmien, so daß es nur noch der Drehung um denselben 
bedarf, um dem zweiten Glied auch die richtige Orientierung im 
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Räume zu geben. Dieselbe kann man in ganz entsprechender Weise 
wie die Drehung des ersten Gliedes in drei Schritte zerlegen. 

Zuerst dreht man um die im Raum feste und vertikal nach 
unten gerichtete Achse %^^ des Hauptpunktes J3, um den Winkel 
^g. Dadurch kommen die zunächst vereinigt zu denkende erste 
Querachse und Knotenlinie des zweiten Gliedes in eine neue eben- 
falls noch horizontale Richtung, welche gegen die positive ir-Achse 
um diesen Winkel d-^ geneigt ist. Darauf dreht man das Glied 
um die Knotenlinie 2t^^ des Hauptpunktes H^ um den Winkel 9),, 
und endlich um die Längsachse 21^ um den Winkel q^. Durch 
die letztere Drehung wird die Querachse aus ihrer bis dahin 
horizontalen Lage herausgedreht, während die Knotenlinie ihre 
Stellung beibehalten soll, so daß schließlich beide um den Winkel 
Qi gegeneinander geneigt erscheinen. Während der ersten und 
letzten dieser drei Drehungen behält das erste Glied die durch 
seine Drehung erlangte Stellung im Räume bei. Durch die Drehung 
um Äy, wird es dagegen zu einer Translationsbewegung veranlaßt, 
welche durch die Bewegung des Gelenkmittelpunktes G^^^ bestimmt 
wird. Diese Bewegung von ö^ ^ findet auf einem vertikalen Kreise 
um H^ statt, dessen Radius die Länge des Vektors c, hat. 

Auch für die drei Drehungsachsen Sl^^, 21^^ und 2t^^ gilt, daß 
die erste dem ruhenden Räume und die letzte dem zweiten Gliede 
angehört, während die Achse 51^ weder im Räume noch im Glied 
festliegt; in ihrer Richtung wird sie von der Größe des Drehungs- 
winkels #2 beeinflußt. Die Achsen S(^^ und 21^ bilden den Winkel 9, 
mit einander, und die Achse %^ steht auf der Ebene der beiden 
ersten Achsen senkrecht. 

b) Die Ableitnng der lebendigen Kraft. 

Das zweigliedrige Gelenksystem sei in einer ganz beliebigen 
Bewegung im Räume begriflfen, man soll die lebendige Kraft des- 
selben zu irgend einer Zeit bestimmen. Um diese Aufgabe zu 
lösen, sondert man zweckmäßiger Weise von einer Translations- 
bewegung, welche das ganze System nach Maßgabe der Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes S^ ausführt, die Bewegung der beiden 
Glieder relativ zu S^ ab, und bestimmt fftr beide Arten der Be- 
wegung des Systems die lebendige Kraft. Die gesamte lebendige 
Kraft stellt sich dann einfach als Summe dieser beiden Bestand- 
teile dar. 
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Bezeichnet man die drei in der Richtung der Koordinaten- 
achsen liegenden Komponenten der Geschwindigkeit v^ des Gesamt- 
schwerpunktes S^ mit x[ , y[ , z^ , worunter einfach die Diflferential- 
quotienten der drei Koordinaten von S^ nach der Zeit zu ver- 
stehen sind, so besitzt der erste Teil der gesamten lebendigen 
Kraft des Systems den Wert 

(20) .^^(a;;«+y:«+;er:»). 

Der andere Bestandteil der lebendigen Kraft, der als die innere 
lebendige Kraft des Gelenksystems aufgefaßt werden kann, setzt 
sich aus den lebendigen Kräften zusammen, welche die beiden 
Glieder in ihren Bewegungen um den Gesamtschwerpunkt besitzen. 
Jede dieser beiden lebendigen Kräfte läßt sich wiederum dadurch 
in zwei Teile zerlegen, daß man von einer Translationsbewegung 
des betreffenden Gliedes nach Maßgabe der Bewegung seines Schwer- 
punktes Sj relativ zu 8^ die Drehung desselben um seinen Schwer- 
punkt absondert. Demnach baut sich die innere lebendige Kraft 
des ganzen Gelenksystems aus vier Summanden auf. 

Die Geschwindigkeiten der zu S^ relativen Bewegung der 
beiden Schwerpunkte S^ und 8^ lassen sich nun in verhältnismäßig 
sehr einfacher Weise mit Hilfe der Hauptpunkte und Hauptstrecken 
der beiden Glieder durch die Winkelgeschwindigkeiten ausdrücken, 
mit denen die beiden Längsachsen sich um die durch ihre Haupt- 
punkte gehenden Achsen %^ und %^ drehen. 

Um dies zu erreichen, braucht man nur dem Gelenksystem 
eine unendlich kleine Verrückung um 8^ zu erteilen, durch welche 
die Winkel 9^, Ö-^ und 9)^, Ö-^ unendlich wenig geändert werden, 
während die Winkel q^ und q^ vorläufig konstant gehalten werden 
können, da sie auf die Lage der Schwerpunkte keinen Einfluß aus- 
üben. Die Änderungen der vier Winkel seien bezüglich d^^, rffr^, 
dq>^ und d#,. Nach dem unter Ic) allgemein bewiesenen Satze 
kann jede derartige Verrückung des Gelenksystems relativ zum 
Gesamtschwerpunkt in eine unendlich kleine Drehung des ersten 
Gliedes um seinen Hauptpunkt E^ mit gleichzeitiger Translations- 
bewegung des zweiten Gliedes und eine unendlich kleine Drehung 
des letzteren um seinen Hauptpunkt J3, mit gleichzeitiger Trans- 
lationsbewegung des ersten Gliedes zerlegt werden. Die Drehung 
des ersten Gliedes um JB^ setzt sich bei konstantem q^ nach Ha) 
aus einer Drehung um die Achse Sl^^ um den Winkel d^^ und 
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einer Drehung um die Achse Sl^^ um den Winkel d%^ zusammen. 
In entsprechender Weise kann die Drehung des zweiten Gliedes 
um H^ bei konstantem q^ aus zwei Drehungen um die Achsen 81^ 
und %^^ mit den Drehungswinkeln dtp^ und rffr^ zusammengesetzt 
angenommen werden. 

Der Schwerpunkt 8^ des ersten Gliedes erfilhrt nun infolge der 
Drehungen des ersten Gliedes um H^ bezüglich unendlich kleine 
Verrückungen von der Größe e^ • dq;^ und e^ sin qp^ • dd^^ (vgl. Figur 4), 
von denen die erstere in der Ebene ^^ liegt und senkrecht zur 
Längsachse <les ersten Gliedes gerichtet ist, während die letztere 
senkrecht auf der Ebene @j steht und nach der negativen Seite 
derselben hinweist; diese beiden VerrOckungen stehen daher auf- 
einander senkrecht. Infolge der mit der Drehung des zweiten 
Gliedes um H^ verbundenen Translationsbewegung des ersten Gliedes 
erleidet S^ weiterhin zwei Verrückungen von den Größen c^dg)^ 
und CjSin^g -rfö-g, von denen die eine in der Ebene ^^ liegt und 
senkrecht auf der Längsachse des zweiten Gliedes steht, wahrend 
die andere senkrecht zu ffi, nach der negativen Seite dieser Ebene 
hin gerichtet ist. 

Der Schwerpunkt S^ des zweiten Gliedes erfahrt infolge der mit 
der Drehung des ersten Gliedes um H^ verbundenen Translations- 
bewegung seines Gliedes und der Drehung des letzteren um H^ 
ebenfalls im ganzen vier Verrückungen, deren Größen, wie man 
leicht aus Figur 4 erkennt, bezüglich d^ - dtp^y d^ sinqp^ • rfö-^, e^ • rfqp, 
und e^ sin qp^ • d%^^ sind. Jede dieser vier Verrückungskomponenten 
besitzt genau die entgegengesetzte Richtung wie die aus der gleichen 
Drehung hervorgehende Verrückungskomponente des Schwerpunktes 
Sj. Bezeichnet man bei positivem unendlich kleinem Drehungs- 
winkel eine Verrückung als positiv, wenn der Punkt der Längs- 
achse, welcher sie ausführt, in positiver Richtung von dem Dreh- 
punkt entfernt Uegt, so hat man also das Resultat, daß die Qe- 
samtverrückung des Schwerpunktes S^ relativ zu S^ durch die 
Vektorsumme 



(2 1) — e^ • dq)^ — e^ sin q>^ • dO^^ — c, • d^p^ — c, sin 9, • rf#, 

und die Gesamtverrückung des Schwerpunktes Ä, relativ zu 8^ 
durch die Vektorsumme 



(22) dj . dq>^ + d^ sin qp^ • dfr^ + e^ • dq^ + 6, sin y, • d#, 
dargestellt wird. 
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Aus diesen Verrückungen erhält man durch Division mit 
dem Zeitdifferential dt die zum Gesamtschwerpunkte S^ relativen 
Geschwindigkeiten v^ und v^ der Schwerpunkte 8^ und S^. Be- 
zeichnet man die hierbei auftretenden Differentialquotienten der 
vier Winkel 9)^, -Ö*^, qr^, d-^ nach der Zeit kurz durch einen oben 
angebrachten Strich, so hat man demnach für die zu S^ relative 
Geschwindigkeit des Schwerpunktes S^ 



(23) v^= — [e^ . (p[ + e^ sin<jp^ • »[ + c, • <)pi + c^smy, • ^'J 

und für die zu S^ relative Geschwindigkeit des Schwerpunktes S^ 



(24) v^=:=d^'<p[ +rf^sin<)p,.*; +e,.<)p; +e,sini)p,.*;. 

Für die hieraus resultierenden Bestandteile der inneren 
lebendigen Kraft hat man nun die Quadrate der beiden Geschwindig- 
keiten bezüglich mit \m^ und ~m^ zu multiplizieren. Da nur das 
Quadrat der Geschwindigkeit v^ hier in Frage kommt, so kann 
man auch das negative Zeichen fortlassen und bei der Bildung des 
Quadrats die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten so behandeln, 
als ob sie die gleiche Richtung wie die entsprechenden Komponenten 
der Geschwindigkeit v^ hätten. 

Das Quadrat von v^ bezw. v^ setzt sich zusammen aus den 
Quadraten der vier Summanden auf der rechten Seite von (23) und 
(24) und den doppelten Produkten aus je zwei derselben multi- 
pliziert mit dem Kosinus ihres Neigungswinkels. Man hat sich 
daher vor allen Dingen die Werte dieser Kosinus zu verschaffen. 
Zu diesem Zwecke sind in Fig. 5 vom Centrum C einer Kugel aus, 
deren Badius gleich der Längeneinheit sein möge, Halbstrahlen 
in der Richtung der vier in positiver Richtung genommenen Kom- 
ponenten von v^ und v^ gezogen. Die Punkte, in denen dieselben 
die Kugel durchdringen, sind in der durch die Formeln (23) und 
(24) angegebenen Reihenfolge bezüglich mit i, I, 2 und 11 be- 
zeichnet worden. Deutet man den Neigungswinkel zwischen je 
zwei dieser vier Strahlen kurz durch die beiden zugehörigen Zahlen 
an, so hat man zunächst für (i,I) und auch (2, II) den Wert 

|, da nach dem früheren sowohl die Strahlen Ci und CT, als 

auch die Strahlen C2 und CII aufeinander senkrecht stehen. 
Femer ist der Strahl Ci bezw. C2 gegen die in Figur 5 angedeutete 
horizontale Äquatorebene der Einheitskugel um den Winkel <p^ 
bezw. 9, geneigt. Zieht man von dem zum Äquator gehörenden 
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oberen Pol P der Kugel aus größte Kreise durch i und 2, so 
sind die Bögen (Pi) und {P2) die Komplemente zu tp^ und 9,; 
außerdem schneiden sich diese beiden Kreisbögen in P unter dem 
Winkel *j — fr^, da sie in Ebenen liegen, welche den in Figur 4 
dargestellten Ebenen ©^ und ©^ parallel laufen. Die Ebene des 
Winkels (i, I) steht auf der Längsachse des ersten und die des 
Winkels (2, 11) auf der Längsachse des zweiten Gliedes senk- 
recht; daher ist der i mit I verbindende größte Kugelkreis gegen 




2lb^ 



den Äquator um den Winkel y^ und der durch 2 und 11 gehende 
größte Kreis gegen den Äquator um den Winkel qp, geneigt, 
während, wie schon oben erwähnt wurde, die beiden Kreisbögen 

(i, 1) und (2, U) selbst die Länge | besitzen. Endlich läßt sich 

auch leicht einsehen, daß die Strahlen Gl und CII, welche ja die 
Richtungen der Achsen St^^ und Ä^, besitzen, gegeneinander um 
*8"~*i g^^^ig* BinA, so daß also der dem Äquator angehörende 
Bogen (I, n) ebenfalls diesen Wert besitzt. 

Beachtet man dies und die in Figur 5 zu erkennenden sphä- 
rischen Dreiecke (1P2), (IiII), (1121), bei denen im Interesse der 
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Übersichtlichkeit der Figur eine Seite nicht ausgezogen ist, so 
läßt sich nach dem Eosinussatz der sphärischen Trigonometrie 
leicht ableiten, daß 

cos (1,2) = sin 9j sin 9, + cos <p^ cos 9?, cos (*, — *J 

C08(l,I) = O 

COS (i , U) = — sin (*j — «-J cos 9?^ 
(25) 

cos (2, 1) = sin (#g — d'J cos qp^ 

C0s(2,n) = O 

cos(I,n) =cos(*, — *J. 

Man erhält daher fttr das Quadrat der zu S^ relativen Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes S^ den Wert: 

(26) t;J=eJ.<p;^ + 6j8inVx-*;^ + ^-9';* + c;8in*y,.*;« 

-\- 2e^c^ [sin (p^ sin <p^ + cos (p^ cos 9, cos (*j — ^J] • y^' fp^ 

— 2e^c^cosfp^Huig)^sm(9^^ — frj •9>i#'^ 
+ 2ejC, sin9)j cos 9), sin(*, — #j) • 9^*^ 
+ 2e^c^ sin^)^ sin 9), cos (#, — frj) • *j #^ 

und fttr das Quadrat der zu S^ relativen Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes 5, den Wert: 

(27) t^=(ij.y;« + (i;8inV,.*;' + ^.^;» + e:sinV,.*;« 

+ 2 rfj ßg [sin 9)j sin (p^ + cos 9)^ cos 9), cos (*j — #j)] • g)[ 9)^ 

— 2 dj 6, cos 9?j sin 9)3 sin {d-^ — *,) • 9)^' fr^ 
+ 2 rf^e, sin 9)j cos (p^ sin (#2 — -Ö-J • 9)^ #j 
+ 2d^e^ siafp^ sin^, cos (*, — frj • Ö-j fr^ . 

Multipliziert man (26) mit \m^ und (27) mit |w,, so erhält 
man also die beiden Beiträge zu dem Ausdruck der inneren lebendigen 
Kraft des zweigliedrigen Gelenksystems, welche aus der zum Ge- 
samtschwerpunkt S^ relativen Bewegung der Schwerpunkte S^ und 
S^ der beiden Glieder hervorgehen. Zu diesen konmien nun noch 
die Beiträge hinzu, welche aus der Drehung eines jeden Gliedes 
um seinen Schwerpunkt herrClhren. 

Die Drehung des ersten Gliedes um seinen Schwerpunht S^ 
findet im allgemeinen Falle räumlicher Bewegung des Gelenk- 
systems bekanntlich um eine stetige Folge von Momentanachsen 
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durch S^ statt, welche ihre Lage im Glied fortwährend ändern. 
Der Anteil der lebendigen Kraft, welcher in jedem Moment aus 
dieser Drehung entspringt, wird durch das halbe Produkt aus 
dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit um die Momentanachse 
mit dem auf dieselbe Achse bezogenen Trägheitsmoment angegeben. 
Da auch das Trägheitsmoment mit jeder neuen Lage der Achse 
im allgemeinen seinen Wert ändert, so ist es zweckmäßig die 
Winkelgeschwindigkeit in drei Komponenten zu zerlegen, welche 
sich auf drei zu einander senkrechte Achsen beziehen, die im Körper 
fest liegen. An und för sich könnte man jedes Trippel solcher 
Achsen hierzu verwenden. Im Literesse möglichster Vereinfachung 
der Formeln empfehlen sich die drei im Glied festen Haupt- 
trägheitsachsen des Schwerpunktes, weil dann die den Drehungen 
um den Schwerpunkt entsprechende lebendige Kraft sich direkt 
als Summe der lebendigen Kräfte darstellt, welche aus der Drehung 
um die drei festen Achsen mit den ihnen zukommenden Ge- 
schwindigkeitskomponenten resultieren. 

Nach den früher gemachten Annahmen fällt eine Haupt- 
trägheitsachse des Schwerpunktes mit der Längsachse des Gliedes 
zusammen, und die beiden anderen sind den vom Hauptpunkte 
ausgehenden Querachsen parallel. Die Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit um die der ersten und zweiten Querachse 
parallelen Hauptträgheitsachsen seien bezüglich a^ und /)^, und 
die zu der Längsachse gehörende Komponente y^; femer seien 
die zu diesen drei Achsen gehörenden Hauptträgheitsmomente des 
Schwerpunktes bezüglich ^, B^ und C^. Dann ist der aus der 
Drehung des ersten Gliedes um seinen Schwerpunkt folgende 
Bestandteil der lebendigen Kraft 

(28) \(A< + B,ßl + c,rl). 

Die Größen a^, /J^, y^ lassen sich nun leicht mit Hilfe der zu 
den Drehungsachsen Sl^^, 2t^^ und 2t^^ gehörenden Winkelgeschwindig- 
keiten y^, ^[y q[ bestimmen. Man hat zu diesem Zwecke nur 
zu beachten, daß die Drehungen um den Schwerpunkt S^ um 
Achsen, welche diesen vom Hauptpunkt H^ ausgehenden Achsen 
parallel sind, mit genau denselben Winkelgeschwindigkeiten vor 
sich gehen, so daß also (p[, *j, q[ ebenfalls als drei Komponenten 
der zu der Momentanachse des Schwerpunktes gehörenden Winkel- 
geschwindigkeit aufgefaßt werden können; diese Komponenten be- 

21* 
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ziehen sich nur nicht auf Achsen, welche sämtlich im Glied fest 
liegen und auf einander senkrecht stehen. Um die Beziehung 
zwischen den verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten abzuleiten, 
zerlegt man wiederum am besten jede der drei Größen (p\, 9'\ imd 
q\ in Komponenten, die sich auf die drei im Glied festen Haupt- 
trägheitsachsen beziehen. 

Die Achse 81^^ bildet mit der ersten Querachse den Winkel q^ 

und mit der zweiten den Winkel ^ — p^, wie man leicht aus 

Figur 6 erkennt; dagegen steht sie auf der Längsachse senkrecht. 

Daher liefert (p[ zu dem Werte 
von «j den Beitrag (p[ • cos ^, 
und zu dem Werte von ß^ den 
Beitrag q)[ sin (>j. Die Achse 81^^ 
bildet mit der Längsachse den 
Winkel 9?^ und mit der Ebene 
der beiden Querachsen den 

Winkel ^ — 9)^; ihre Projek- 
tion auf die letztere Ebene 
bildet mit der ersten Quer- 




achse den Winkel 



und 



Pig. 6. 



2 9l 

mit der zweiten den Winkel 
Ä — Pj. Aus diesem Grunde 
zerlegt sich %'[ in die drei Komponenten 9[ sin <p^ - sin q^ ; — 9^[ sin q)^ cos q^ 
und %[ cos9)j. Da endlich die Achse von q[ mit der Längsachse 
zusammenfällt, so stellt q[ unverkürzt einen Beitrag von y^ dar. 
Man hat daher die Beziehungen: 

«j = €p[ cos Q^ + &[ sin €p^ sin q^ 

(29) /}, = <p[ sin Q^ — »[ sin ^^ cos q^ 

Setzt man diese Werte in (28) ein, so erhält man bei ge- 
eigneter Zusammenfassung schließlich fQr den aus der Drehung 
des ersten Gliedes um seinen Schwerpunkt 8^ hervorgehenden 
Beitrag zur lebendigen Kraft 

(30) \{Ä^ cos*(f, + B, sin*(f J . 9;* 

+ \{Ä^ sinVi sm*^, + B^ smVi cos»^, -|- C, cos' 9x)'K^+\^i' 9i ' 
+ (A — ^i)sin<)Pi sin^j cosQ^q>[»[ + C, cosijPj • #,>,'. 
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Ersetzt man in (30) durchweg den Index i durch 2, so 
erhält man den entsprechenden aus der Drehung des zweiten 
Gliedes um seinen Schwerpunkt resultierenden Anteil an der 
lebendigen Kraft. Addiert man diese letzten beiden Beiträge zu 
den aus (26) und (27) durch Multiplikation mit \m^ bez. \m^ 
hervoi^ehenden Größen und fögt noch (20) hinzu, so erhält man 
schließlich den Wert fftr die gesamte lebendige Kraft T des 
ganzen frei im Baume sich bewegenden Gelenksystems. Der auf 
diese Weise sich ergebende Ausdnick ist zunächst ziemlich umfang- 
reich. Er kann aber mit Hilfe der beiden reduzierten Systeme^ 
sowie der Hauptpunkte und Hauptstrecken der beiden Glieder 
auf etwa die Hälfte von Summanden reduziert werden, wie aus 
den folgenden Überlegungen hervorgeht. 

Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit (p[ erscheint bei 
Zusammenfassung aller den Faktor (p[^ enthaltenden Größen multi- 
pliziert mit der Summe 

(31) I [{A^ cos* Q^ + B^ sin» q,) -f m^ ej + m^d\ ]. 

Hierbei bedeutet A^co%^q^ + B^%VD?q^ das Trägheitsmoment 
des ersten Gliedes in bezug auf die zu Ä^^ parallele Schwerpunkts- 
achse (vgl. Figur 6). Geht man zu der durch den Hauptpunkt E^ 
hindurchgehenden Achse %^^ selbst über (vgl. Figur 4), so ver- 
mehrt sich das Trägheitsmoment des ersten Gliedes um w^ej. 
Fügt man weiterhin im Gelenkmittelpunkt Gj ^ zu dem ersten 
Glied noch die Masse m^ des zweiten, geht also zu dem ersten 
reduzierten System über, so vermehrt sich das Trägheitsmoment 
für die Achse Ä^^ des Hauptpunktes H^ noch um w,dj. Es stellt 
daher der ganze Ausdruck (31) das halbe Trägheitsmoment 
des ersten reduzierten Systems in bezug auf die Achse 21^^ 
durch seinen Schwerpunkt H^ dar. Da die Achse Sl^^, welche 
ja mit der Knotenlinie des Hauptpunktes identisch ist, im ersten 
Glied nicht fest liegt, so ist auch dieses Trägheitsmoment keine 
konstante Größe. Es ist daher geboten, dasselbe durch die beiden 
zu den festen Querachsen des ersten Gliedes gehörenden Trägheits- 
momente auszudrücken. Da, wie sich herausstellen wird, in allen 
Smnmanden des mit Hufe der reduzierten Systeme vereinfachten 
Ausdrucks für die lebendige Kraft des Systems die Gesamtmasse m^ als 
Faktor auftritt, so empfiehlt es sich weiterhin, zur Darstellung 
der Trägheitsmomente der reduzierten Systeme die Trägheitsradien 
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einzuführen. Bezeichnet man bezüglich durch p^^ q^ und r^ die 
Trägheitsradien ^) des ersten reduzierten Systems (also nicht 
bloß des ersten Gliedes) för die drei Haupttrfigheitsachsen seines 
Schwerpunktes H^, d. h. also für die vom Hauptpunkte H^ aus- 
gehende erste und zweite Querachse und die Längsachse des 
ersten Gliedes, so ist 

m^p] = -4, H- w^ej + m^dl 

(32) w,gj = ^1 + m,e^ + m,dl 

my^ = 0,. 
Infolgedessen kann man an Stelle von (31) auch kurz schreiben 

(33) \m \pI cos'q, + gj sin«(fj. 

Faßt man in dem Ausdruck fftr die lebendige Kraft alle 
Summanden zusammen, welche 9?^* als Faktor enthalten, so zeigt 
sich, daß dieses Quadrat der Winkelgeschwindigkeit qr^ multipliziert 
ist mit 

(34) |[(^ cos* 9, + 5, sin^p,) + m^el + m^cl]. 

Dieser Ausdruck hat aber, wie leicht zu erkennen ist, die Be- 
deutung des halben Trägheitsmomentes des zweiten reduzierten 
Systems in bezug auf die Achse St^^ durch seinen Schwerpunkt H^. 
Bezeichnet man in entsprechender Weise mit p^, q^ und r, die 
Trägheitsradien des zweiten reduzierten Systems für die vom 
Hauptpunkte J3, ausgehende erste und zweite Querachse und die 
Längsachse des zweiten Gliedes, welche die drei Hauptträgheits- 
achsen des zweiten reduzierten Systems darstellen, so hat man 
zunächst 

^oi>l — ^ + ^A + ^1^1 

(35) ^o^t = -^2 + ^2^1 + ^A 

Man kann daher den Ausdruck (34) ersetzen durch 
(36) |m,|i>| cos* 9, + S^ sm* q^]. 



1) Es ist besonders zu beachten, daß in den folgenden Formeln die mit p^ 
q und r bezeichneten Größen Trftgheitsradien und nicht, wie es zuweilen üblich 
ist, Winkelgeschwindigkeiten bedeuten. 
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Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit »[ zeigt sich multi- 
pliziert mit 

(37) H(A sinVi ß^^^Pi + ^1 sinVi cos'^j + C^ cos* 9),) + m^e] sin^i 

In diesem Ausdruck bedeutet zunächst, wie man unschwer 
an der Hand von Figur 6 und Figur 4 erkennen wird, die in 
runder Klammer eingeschlossene Summe das Trägheitsmoment 
des ersten Gliedes fttr die vertikale Achse seines Schwerpunktes. 
Da nun die ebenfalls vertikale Achse ^^^ durch den Hauptpunkt H^ 
von dem Schwerpunkt S^ den Abstand e^ sin <p^ (vgl. Figur 4) be- 
sitzt, und der Gelenkmittelpunkt G^^ von der Achse St^^ um 
rfjSin^^j entfernt ist, so hat (37) ebenfalls die Bedeutung eines 
halben Trägheitsmomentes des ersten reduzierten Systems, und 
zwar in bezug auf die vertikale Achse Ä^^ durch seinen Schwer- 
punkt J7j. Mit Hilfe der drei Hauptträgheitsradien läßt sich 
dasselbe aber in der kürzeren Form schreiben 

(38) >o[0i sin'e, + ?J cos'ej sinV, + ^ cosVj. 

Auf ganz entsprechende Weise leitet man ab, daß der Faktor 
von #•,'* in dem Ausdruck fQr T den Wert hat 

(39) |Wo[(p1 sin'p, + gj COQ^Q^) sin>, + r] cos'ijp,]. 

Endlich erscheint das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit q[ 
und das von q'^ mit dem halben Trägheitsmoment des ersten bez. 
zweiten reduzierten Systems in bezug auf die Längsachse seines 
Eemgliedes multipliziert. Dies geht unmittelbar aus (30) unter 
Berücksichtigung von (32) hervor. 

In den Summanden von (30) und dem entsprechenden Aus- 
druck des zweiten Gliedes, welche das Produkt zweier zu dem- 
selben Gliede gehörenden Winkelgeschwindigkeiten besitzen, lassen 
sich nun auch die Trägheitsmomente der beiden reduzierten Systeme 
einführen; denn es ergibt sich nach (32) und (35) 

(40) A,-B,^m,(f^-gl) 

Die nun noch übrig bleibenden Summanden in dem Ausdruck 
für T enthalten nur Produkte aus je zwei Winkelgeschwindigkeiten, 
von denen die eine zum ersten und die andere zum zweiten Glied 
gehört. Wie man aus (26) und (27) erkennt, weisen alle diese 
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Summanden nach geeigneter Zusammenfassung den gemeinsamen 
Faktor (w^e^c, + m^rf^e,) auf, der sich ebenfalls mit Hilfe der 
reduzierten Systeme auf einen einfacheren Ausdruck bringen läßt. 
Ersetzt man nämlich nach (i8) m^e^ durch w,dj, femer nach (19) 
m^e^ durch m^c,, und m^ + m^ durch m„, so ergibt sich 

(41) m^CjC, + m^d^e^ = m.d^c^. 

Berücksichtigt man alle diese Vereinfachungen, so erhält man 
schließlich für die gesamte lebendige Kraft T des ganzen Gelenk- 
systems im Falle vollkommen freier Beweglichkeit im 
Baume den Wert: 

(42) r=|m.(ir:«+i/:«+o 

+ iw,|>JcosVi + ?l sin* ()J.i)p;*+>o[i>l cos* <?, + ?! sinVj-9';' 
+ i^o[{p\ sin'pj + ql cos'pj sin^j + ^ cos'ijpJ • »[^ 

+ >o[(i>l sin*e, + gj cos^p,) sin^, + rj cos^,] . »'^^ 
+ 1^0^ • <?,'* + \^or] • <?i' 
+ Mp\ — ^1) süi p, cos Q, sin <)p, . fp[»[ 

+ Wu(K — ?I) siöp, cos<?, sin 9), • 9;*; 
+ w,rj cos 9, • »[ q[ + w,rj cos 9, • <^^ p^ 
+ mß^c^ [sin 9^ sin ^^ + cos 9^ cos 9), cos (#•, — -©"J] • <p[ 9^ 
— w^dj c, cos 9?j sin 9, sin (#•, — #•,) • 9?,>^ 
-f m^dj c, sin 9)^ cos 9, sin (^, — d^J • 9^ #j 
4- w^djCj sin 9)j sin y)^ cos (#, — #J • %'[ fr^ 

Von diesen 1 5 Gliedern, welche den Ausdruck fQr T zusammen- 
setzen, bezieht sich nur das erste auf die lebendige Kraft, welche 
aus der Bewegung des Gesamtschwerpunktes S^ hervorgeht. Behält 
der letztere während der Bewegung des Systems seine Lage im 
Baume bei, so kommt das erste Glied von (42) in Wegfall. Die 
übrigen 14 Glieder machen zusammen die lebendige Kraft der 
Bewegung des Systems um seinen Schwerpunkt aus. 

Aus Formel (42) kann man als speziellen Fall natürlich auch 
den bekannten Wert der lebendigen Kraft eines einzigen frei im 
Baume sich bewegenden starren Körpers erhalten. Man braucht 
zu diesem Zwecke nur die drei Winkelgeschwindigkeiten y,, Q^^ 
und q\ gleich Null zu setzen; dann verschwinden aus (42) alle 
Glieder, in welchen eine mit dem Index 2 versehene Größe vor- 
konunt, und es bleiben im ganzen nur noch 6 Glieder, wenn der 
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Schwerpunkt sich nicht mit bewegt, sogar nur noch 5 Glieder 
übrig. ^) Die auf den Hauptpunkt des ersten Gliedes bezogenen 
TragheitBradien p^^ q^ und r^ gehen dabei in die Hauptträgheits- 
radien fdr den Schwerpunkt des starren Körpers über; denn das 
erste reduzierte System ist dann mit dem starren Körper, und 
der Hauptpunkt H^ mit dem Schwerpunkt desselben identisch. 

Ist beim zweigliedrigen Gelenksystem das Trägheitsellipsoid 
eines jeden der beiden reduzierten Systeme ein Rotationsellipsoid 
mit der Längsachse seines Kemgliedes als Rotationsachse — ein 
Fall, der sich bei den Extremitätenabschnitten des menschlichen 
Körpers nahezu realisiert findet — , so vereinfacht sich die Formel (42) 
noch etwas. Da in diesem Falle die zu den beiden Querachsen 
eines jeden Gliedes gehörenden Hauptträgheitsachsen pj und qj 
einander gleich werden, so fallen zunächst die beiden Smmnanden 
auf der sechsten und siebenten Zeile von (42) fort; außerdem 
gehen die Summen pj cos' 9/ + gj sin* Qj und pJ sin* Qj + gß cos' Qj 
dann einfa^ch in pj über. 

Die Formel (42) gibt den Wert der lebendigen Krafb des 
Gelenksystems für jede beliebige Bewegung desselben an; sie muß 
daher auch jeden speziellen Fall in sich enthalten. Bei den Be- 
wegungen organischer Gelenksysteme kommt es nun vielfach vor, 
daß ein Punkt auf der Längsachse eines Gliedes festbleibt. Denkt 
man z. B. den Rumpf mit dem an ihm befindlichen Schultergürtel 
im Räume festgestellt, so kann der Arm sich nur noch so bewegen, 
daß ein Punkt der Längsachse des Oberarmes, nämlich der Mittel- 
punkt des Humeruskopfes, seinen Ort im Räume beibehält. Man 
kann daher in diesem Falle für die Untersuchung der Bewegungen 
des Armes unter der Einwirkung der Muskeln den Arm ganz vom 
übrigen Körper losgelöst annehmen und ihn als ein nur aus zwei 
oder drei Gliedern zusammengesetztes räumliches Gelenksystem 
auffassen, bei dessen Bewegungen ein Punkt der Längsachse des 
Oberarms im Räume festbleibt. 

Um für den Fall, daß ein Punkt 0^ der Längsachse des ersten 
Gliedes eine feste Lage im Räume einnimmt, den speziellen Wert 



i) Man vergleiche z. B. den in der Theorie des Kreisels von Klein und 
SoHHERFELD auf Seite 156 angegebenen Wert für T, wobei zu beachten ist, daß 
dort an Stelle der hier verwendeten Buchstaben «p, ^, q die Buchstaben ^, tf;, <p 
stehen, und daß die Formel sich auf den symmetrischen Kreisel bezieht, bei 
welchem die Trägheitsmomente Ä und B gleiche Werte haben. 
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der lebendigen Kraft des Systems anzugeben, braucht man nur 
zu untersuchen, in welcher Weise sich die Geschwindigkeit des 
Gesamtschwerpunktes S^ durch die 6 Winkelgeschwindigkeiten 9)^, 
i^jy Qj ausdrücken läßt; denn nach den früheren Angaben hat das 
Gelenksystem in diesem Falle nur noch 6 Grade von Bewegungs- 
freiheit, so daß also 6 allgemeine Koordinaten genügen müssen, 
um alle für die Bewegung in Betracht kommenden Größen, 
insbesondere die lebendige Kraft des Systems, ausdrücken zu 
können. 

Der feste Punkt 0^ liege auf der Längsachse des ersten 
Gliedes so, daß der Hauptpunkt B^ von ihm in positiver Richtung 
um die Strecke c^ entfernt ist (vgl. Figur 4). Nach der allgemein- 
gültigen Beziehung zwischen den Hauptpunkten und dem Gesamt- 
schwerpunkt des Systems gelangt man von 0^ nach Ä^, indem 
man die Vektorsumme c^ + ^g bildet. Umgekehrt würde man von 
S^ auf Oj geführt, wenn man von ihm aus diese beiden Vektoren 
in entgegeugesetzter Richtung nach einander abträgt. Nach den 
Überlegungen, welche zu der Aufstellung von Formel (2 1 ) geführt 
haben, kann es nicht zweifelhaft sein, daß man direkt durch diese 
Formel auch die zu S^ relative Verrückung des Punktes 0^ aus- 
drücken kann, falls man in derselben nur den Vektor — \y um 
welchen S^ von B^ entfernt ist, durch den Vektor — c^ ersetzt. 
Es muß daher umgekehrt die zu dem festen Punkte 0^ relative 
Verrückung des Gesamtschwerpunktes S«, bei welcher den einzelnen 
Komponenten der Verrückung natürlich das entgegengesetzte Vor- 
zeichen zukonmit, den Wert besitzen 



(43) ^1 • d^i + c^ sin^jj • d»^ + c, • d^^ + c, sin 9, • dd'^. 

Man erhält also unmittelbar das Quadrat der Geschwindigkeit 
des Gesamtschwerpunktes bei festgehaltenem 0^ aus Formel (26), 
indem man nur in derselben überall e^ durch c^ ersetzt. Denkt 
man dies ausgeführt und den ganzen Ausdruck mit \m^ multi- 
pliziert, so hat man damit den Teil der lebendigen Kraft des 
ganzen Gelenksystems gewonnen, der aus der Bewegung des 
Gesamtschwerpunktes im vorliegenden Falle resultiert, und welcher 
in Formel (42) an Stelle von \m^(x'^* + yo* -^^ z'^*) zu setzen ist. 

Faßt man nun wiederum alle Glieder in T zusammen, welche 
als Faktor das Quadrat der gleichen Winkelgeschwindigkeit oder 
ein Produkt aus denselben beiden Winkelgeschwindigkeiten ent- 
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halten, so zieht sich der ganze Ausdruck diesmal auf nur 
14 Glieder zusammen. 

Der Faktor von (f[^ in (42) hatte die Bedeutung des halben 
Trägheitsmomentes des ersten reduzierten Systems in bezug auf 
die Achse Ä^^ durch den Hauptpunkt des ersten Gliedes. Da der 
letztere den Schwerpunkt des reduzierten Systems darstellt, so 
wird sich das Trägheitsmoment desselben um m^d* vermehren, 
wenn man zu einer zu Ä^, parallelen Achse übergeht, welche 
vom Hauptpunkt H^ den Abstand a besitzt. Nun wird durch 
das Hinzutreten der lebendigen Kraft des Gesamtschwerpunktes 
der Faktor von ^[^ um \m^(^ vergrößert. Denkt man durch 0^ 
eine zu 81^^ parallele Achse gelegt, so besitzt dieselbe vom Haupt- 
punkte JTj den Abstand c^, weil ja dieöe Achse auf der Längs- 
achse des Gliedes senkrecht steht. Hieraus ist aber zu erkennen, 
daß nach der Zusammenfassung der Faktor von ^[^ das halbe 
Trägheitsmoment des ersten reduzierten Systems für die zu 81^^ 
parallele Achse durch 0^ bedeutet. Da der Punkt 0^ auf einer 
Hauptträgheitsachse des Hauptpunktes J3| liegt, so werden die 
drei Hauptträgheitsachsen des Punktes 0^ denen des Schwerpunktes 
H^ des reduzierten Systems parallel laufen; die eine wird also 
wieder mit der Längsachse des ersten Gliedes zusammenfallen, 
während die beiden anderen in der Sichtung der Querachsen des 
Hauptpunktes verlaufen. Bezeichnet man die Hauptträgheitsradien 
des ersten reduziei^ten Systems für den Punkt 0^ bezüglich mit 
Poi> UoiJ ^o.y so hat man zwischen denselben und den Hauptträg- 
heitsradien des Schwerpunktes H^ denmach die Beziehungen 

(44) «Ji — äf + ^ 

Toi M« 

Beachtet man, daß die zu $(^^ parallele Achse durch 0^ 
mit den Hauptträgheitsachsen von 0^ die gleichen Winkel bildet, 
wie $(^^ mit den Hauptträgheitsachsen von 1^, so kann man das 
mit y^* multiplizierte Glied der lebendigen Kraft im vorliegenden 
Falle auch schreiben 

(45) i^olpli co8*<?i + ä^i sinVi] • 9i''- 

Man überzeugt sich leicht, daß man auch in den beiden mit 
9'[^ und (f[* multiplizierten Gliedern in (42) nur den Index i 
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durch Ol zu ersetzen braucht, d. h. also, daß der Faktor von »[^ 
das halbe Trägheitsmoment des ersten reduzierten Systems in 
bezug auf die zu 81^^ parallele Achse durch 0^ bedeutet, qpd der 
Faktor von q[^ wieder gleich ist dem halben Trägheitsmoment 
des reduzierten Systems för die Längsachse des (xliedes, welche 
in diesem Falle als Hauptträgheitsachse des Punktes 0^ aufzu- 
fassen ist. Das erstere geht daraus hervor, daß die zu $(^^ parallele 
Achse durch 0^ von H^ den Abstand CjSin9?j besitzt, und durch 
die lebendige Kraft des Gesamtschwerpunktes Ä gerade der Faktor 
von fr^'* um |m^cjsin*9)j vermehrt wird. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist es nun nicht schwer 
einzusehen, daß die Faktoren von 9^'*, fr^* und q'^* in dem Ausdruck 
fttr die lebendige Kraft des um den festgehaltenen Punkt 0^ sich 
bewegenden Gelenksystems die halben Trägheitsmomente des 
zweiten reduzierten Systems in bezug auf die zu Ä^^, Ä^^ und Ä^ 
parallelen Achsen durch den Gelenkmittelpunkt öi, bedeuten; 
denn die durch den letzteren gezogenen Achsen besitzen von H^ 
bezüglich die Abstände c,, c, sin^, und 0. Bezeichnet man mit 
Pot^ ffot ^^^ ^oi ^^^ ^^^ ^^^ Gelenkmittelpunkt Gi^^ sich beziehen- 
den Hauptträgheitsradien des zweiten reduzierten Systems, so 
bestehen zwischen diesen und den Hauptträgheitsradien p^y g,, r^ 
des Schwerpunktes H^ des reduzierten Systems die Beziehungen 

(46) «:,=^+<^ 

Aus diesen und den Formeln (44) erkennt man weiterhin, daß 
man auch in der fdnften und sechsten Zeile von (42), trotzdem 
zu den dort stehenden Ausdrücken nichts weiter hinzukommt, 
die Trägeitsradien der Hauptpunkte durch die des Punktes 0^ 
bezüglich G,, ersetzen kann; denn es gilt nach (44) und (46) 
allgemein 

(47) Plj — ^oJ—Pj-^' 

Die nun noch fehlenden Glieder der lebendigen Kraft er- 
scheinen nach geeigneter Zusammenfassung sämtlich mit dem- 
selben Faktor (d^c^ + qcj multipliziert. Bezeichnet man den 
Abstand des Gelenkmittelpunktes G^^ von O^ mit ij, so daß also 

(48) h = ^r+^^ 
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ist, so kann man den gemeinsamen Faktor der vier letzten Glieder 
kurz durch l^c^ angeben. 

Man erhält daher schließlich fQr die lebendige Kraft T des 
Gelenksystems für den Fall, daß dasselbe sich nur um einen 
festen Punkt 0^ der Längsachse des ersten Gliedes bewegen 
kann, den Wert: 

(49) T=>SplcoB\+ql^sm'Qj^fp['+\^^^ 

+ >oKpIi^^^'Qi + «!, cos'<?J sinVt + Kl cosVj • K' 
+ >oKPlt^^'Qt + «Jjcos'c?,) sinV, + rj, cos'y,] • *;* 

I I o Ol ^1 ' S o oS VS 

+ ^o(pIi — ?!i) si^ Qi <^^s 9i sin 9i ' 9>i 
+ ^oiPli — tt) sin 9i c^s 9t sin <P, • %K 

+ f^oh ^j [sin 9i sin 9), + cos y^ cos 9, cos (fr, — frjl fp[^'^ 
~^oK^t cos 9)j sin 9, sin (fr, — frj • y^'fr^ 
+ ^0^1 ^j sin yj cos y, sin (fr, — frj • y^fr^' 
+iw^ijC, sin^j siny, cos (fr, — frj • fr^fr^ 

e) Die Bewegnngsgleiehiuigeii. 

Den 9 Freiheitsgraden des Systems im Falle freier Beweg- 
lichkeit im Raimie entsprechen 9 Bewegungsgleichungen, welche 
unter Verwendung der allgemeinen LAORANOEschen Diflferential- 
gleichungen zweiter Art aus dem unter (42) angegebenen Wert 
fQr die lebendige B^raft T des Systems leicht abgeleitet werden 
können, indem man die in diesen vorgeschriebenen partiellen 
Differentiationen der Beihe nach für die 9 allgemeinen Koordinaten 
^o' Vo» ^o' Vv ^v 9v Vv ^r 9t ^^^ i^® ersten Abgeleiteten ausführt. 

Die drei ersten sich auf diese Weise ergebenden Differential- 
gleichungen lauten: 

m x =2JX 

o o 

(50) m^-y'^^2Y 

' 

wobei x^\ y^ und z^ die zweiten Differentialquotienten der drei 
rechtwinkligen Koordinaten des Gesamtschwerpunktes nach der 
Zeit <, und 2Xy 2JY und 2JZ die Sunmien der in der Richtung 
der drei Koordinatenachsen verlaufenden Komponenten der sftmt- 
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liehen äußeren Kräfte des ganzen Gelenksystems darstellen. Es 
sind dies die bekannten Bewegungsgleichungen, welche aussagen, 
daß der Schwerpunkt S^ sich gerade so bewegt, als ob die ganze 
Masse m^ des Systems in ihm konzentriert wäre, und alle äußeren 
Kräfte in ihrer Lichtung und Stärke direkt in ihm angriffen. 

Während diese ersten 3 Differentialgleichungen sich somit 
auf die Translationsbewegung beziehen, welche das ganze System 
nach Maßgabe der Bewegung seines Gesamtschwerpunktes ausführt, 
beschäftigen sich die übrigen 6 Gleichungen mit den außerdem 
von den beiden Gliedern des Systems ausgeführten Drehungen im 
Baume. In ihnen kommen die Koordinaten x^, y^, z„ des Schwer- 
punktes und deren Abgeleitete gar nicht mehr vor, sondern sie 
enthalten nur noch die 6 Winkelkoordinaten und deren ersten und 
zweiten Differentialquotienten nach der Zeit. Aus der lebendigen 
Kraft des Systems lassen sich dieselben bekanntlich durch die 
Formeln ableiten 

±(^J\_^_ O d (dT\ dT _ ^ 

dt\dtf>[} d<p, ~ Vy. dt\d<pi) ^9i "" ^^ 

wv dt\d^) a-a-i "" v^i dt\d^) a^, "" ^^. 

d /dT\ dT _ ^ d (dT\ dT _ ^ 

dt\dQ[} dQ, ~ ^^ dt\dQi) ^Qt ~ ^^ 

wobei im vorliegenden- Falle unter Q^d<p^, Q»d»^, QqßQv Q^ßVr 
Q^d^^ und Q^^dq^ die Summen der partiellen Elementararbeiten 
zu verstehen sind, welche von sämtlichen am Gelenksystem an- 
greifenden äußeren und inneren Kräften geleistet werden, wenn 
man dem System sukzessive Verrückungen erteilt, bei denen ent- 
weder das erste Glied um die durch seinen Hauptpunkt gehende 
Achse Äy^, 81;^^ oder %^ bezüglich um den unendlich kleinen 
Winkel rf^j, d*j oder dq^ gedreht wird, und das zweite System 
gleichzeitig Translationsbewegung ausführt, oder bei welchen das 
zweite Glied sich um die durch seinen Hauptpunkt gehende 
Achse %^, 81^^ oder Sl^ bezüglich um den unendlich kleinen Winkel 
dfp^j d»^ oder rf^, dreht, und dabei gleichzeitig das erste Glied 
nur Translationsbewegung ausfahrt. Nach der in dieser Arbeit 
in Bücksicht auf die Kräfte vorgenommenen Erweiterung des 
Begriffs der reduzierten Systeme kann man auch kurz sagen, daß 
die obigen Produkte die Elementararbeiten der sämtlichen am 
ersten bezw. zweiten reduzierten System angreifenden Kräfte 
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darstellen, welche dieselben bei den Drehungen des betreffenden 
reduzierten Systems um seine durch seinen Schwerpunkt hindurch- 
gehenden Achsen 21^, ?l^ und Ä^ um die unendlich kleinen Winkel 
rfy, d9^ und dq leisten. 

Führt man die in der ersten Gleichung vorgeschriebenen 
Differentiationen aus, so erhält man nach geeigneter Zusammen- 
fassung ftlr die linke Seite der Differentialgleichung den Wert 

(5^) Ä(|^)-||^ = ^o[i>Icos«i?. + ?:sinVj.y: 

+ ^o{p\ — Sj) 8m<?i cospj sin^j • »'^ 

— 2m,(i>J — ?J) sin <?j cos q^ • ip[Q[ 

— ^o [{p\ sin' 9i + 3f cos' 9 J — rj] sin cp, cos tp^ - »[^ 
+ ^Ä(P\ — ?J)(cos*9, — sin*<?J + rj] sm<p^ . »[q[ 
+ w^rfj Cj [sin^j sin9j+ cos^^ cos^), cos(#j— -©"J] -9)^' 
+ w^rfiC,[sinyjCosy, — C0S9)jSin9jC0s(^, — ^t)V%^ 

— m^d^c^ cos 9)j sin y, sin (#•, — «"J • #•,' 

— m^djCj cos yj sin y, cos (#•, — «"J • #•,* 

— 2m^d^c^ cos 9^ cos 9), sin (#•, — *J • ^j^**,'. 

So kompliziert dieser aus 10 Summanden bestehende Ausdruck 
auch erscheint, so läßt sich dei-selbe doch in sehr einfacher Weise 
deuten. 

Zunächst erkennt man sofort, daß die ersten 5 Summanden 
nur Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen ent- 
halten, die sich auf die Drehung des ersten Gliedes, oder richtiger 
gesagt des ersten reduzierten Systems beziehen. Die übrigen 
5 Summanden sind dagegen nur mit Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen behaftet, welche die Drehung des zweiten 
Gliedes oder vielmehr des zweiten reduzierten Systems charakte- 
risieren; dabei kommen in den letzteren die Winkelgeschwindigkeit p, 
und die Winkelbeschleunigung p^" der Drehung des zweiten redu- 
zierten Systems um die Längsachse seines Eemgliedes überhaupt 
nicht vor. 

Denkt man das zweite Glied ganz fort, sodaß man es nur 
noch mit einem einzigen starren Körper, nämlich dem ersten 
Glied, zu tun hat, so kommen die letzten 5 Summanden in (52) 
zum Wegfall. Beachtet man, daß in diesem Falle das erste 
reduzierte System von dem ersten Glied nicht mehr verschieden 
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ist, daß also die Masse w„ in die Masse m^ des ersten Gliedes, 
der Hauptpunkt H^ in den Schwerpunkt S^ des ersten Gliedes und 
die Haupttrftgheitsradien p^y q^, r^ des ersten reduzierten Systems 
in die för den Schwerpunkt des ersten Gliedes übergehen, so 
erkennt man unmittelbar, daß die 5 ersten Glieder des Ausdrucks 
(52), in welchen dann auch der Index i überflüssig wird, die 
linke Seite der auf die qp-Koordinate bezüglichen LAGRANOESchen 
Differentialgleichung der Drehung des starren Körpers um seinen 
Schwerpunkt darstellen. Die rechte Seite dieser Gleichung ist, 
worüber man nach I d) und den ausführlichen Auseinandersetzungen 
in der früheren Arbeit*) nicht im Zweifel sein kann, dann gleich- 
bedeutend mit dem resultierenden Drehungsmoment der sämtlichen 
am starren Körper angreifenden Kräfte in bezug auf die Achse 81^ 
durch den Schwerpunkt desselben, welche mit der Knotenlinie 
identisch ist. 

Wenn nun aber das zweite Glied nicht fortfällt, sondern in 
der festgesetzten Weise mit dem ersten gelenkig verbunden ist, 
so beziehen sich die ersten 5 Summanden von (52) auf das erste 
reduzierte System, indem dann p^, q^ und r^ die Hauptträgheits- 
radien desselben für seinen Schwerpunkt, d. h. den Hauptpunkt 
des ersten Gliedes, bedeuten. Bringt man die letzten 5 Summanden 
von (52), welche der drehenden Bewegung des zweiten Gliedes 
des Gelenksystems ihren Ursprung verdanken, auf die rechte 
Seite der LAORANOEschen Gleichung, so hat man auf der linken 
Seite der letzteren dann genau den gleichen Ausdruck wie bei 
der entsprechenden zu einem einzigen starren Körper gehörenden 
LAGRANGESchen Differentialgleichung. An Stelle des starren 
Körpers ist aber jetzt das ebenfalls als starrer Körper 
aufzufassende erste reduzierte System getreten. 

Auf der rechten Seite der Gleichung steht, abgesehen von 
den 5 herübergebrachten Summanden von (52), die Summe Q^^ 
der Drehungsmomente sämtlicher am ersten reduzierten System 
angreifenden Kräfte in bezug auf die Achse 81^^ durch den Haupt- 
punkt des ersten Gliedes; dabei sind nach dem früheren unter 
den am ersten reduzierten System angreifenden Kräften zu ver- 
stehen: zunächst alle am ersten Glied direkt angreifenden Kräfte 
in ihrer richtigen Lage, also mit ihrem richtigen Angriffspunkt, 



i) a. a. 0. Seite 41 ff., 49, 50, 54 und 82. 
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und dann außerdem noch alle ursprünglich am zweiten Glied an- 
greifenden Kräfte, nachdem sie parallel mit sich nach dem Mittel- 
punkt G^2 des Verbindungsgelenks verlegt worden sind. Zu diesen 
Drehungsmomenten treten nun die letzten 5 Summanden des 
Ausdrucks (52) mit umgekehrten Vorzeichen, deren Bedeutung die 
folgende ist. 

Der erste Summand hat den Faktor w^Cg^^, der zweite den 
Faktor m^c^^p'^^, der dritte den Faktor m^c^ sin^gfr^, der vierte den 

Faktor m^c^ sin y^*,' und der letzte den Faktor 2m^c^q)'^%^'^ sin (| + ^s) > 
wobei im letzten Ausdruck cos 9?^ durch sin (| + 9^2) ersetzt worden 

ist. Abgesehen von dem in allen Summanden außerdem vorhandenen 
Faktor d^ kann der noch übrig bleibende Faktor als der Kosmus 
eines einzigen Winkels aufgefaßt werden. 

Nun geben c^<p^ und c^ip'^^ die Größen der Tangential- 
beschleunigung und Normalbeschleunigung an, welche der Haupt- 
punkt des zweiten Gliedes infolge der Drehung des letzteren um 
die Achse 81^ relativ zum Gelenkmittelpunkt (?i 2 besitzen. Man 
kann auch sagen, es sind die beiden Komponenten der Be- 
schleunigung, welche der Hauptpunkt H^ erfährt, wenn das zweite 
Glied um eine zu 81^ parallele Achse durch den Gelenkmittelpunkt 
mit einer Winkelgeschwindigkeit tp'^ und Winkelbeschleunigung 9?^ 
gedreht wird. Die Tangentialbeschleunigung ist senkrecht zur 
Längsachse des zweiten Gliedes gerichtet und liegt dabei in der 
Ebene ©, (Figur 4), welche mit der y;e?- Ebene des ruhenden 
Koordinatensystems den Winkel #j bildet; in Figur 5 auf Seite 315 
ist diese Richtung durch den nach 2 gehenden Kugelradius dar- 
gestellt. Die Normalbeschleunigung liegt dagegen in der Längs- 
achse selbst und ist nach dem Gelenkmittelpunkt ö^ , hin gerichtet; 
sie besitzt also die negative Richtung der Längsachse des zweiten 
Gliedes. In Figur 5 ist der in dieser Richtung verlaufende Kugel- 
radius eingezeichnet und sein Endpunkt auf der Kugeloberfläche 
durch 2' angedeutet worden. 

Bei der Drehung des zweiten Gliedes um die Achse 81^^^ führt 
der Hauptpunkt H^ relativ zum Gelenkmittelpunkt G| 2 bei kon- 
stantem 9, eine Kreisbewegung in horizontaler Ebene aus, deren 
Radius c, sin tp^ ist. Da die Drehung um diese vertikale Achse 
mit der Winkelgeschwindigkeit *^ und der Winkelbeschleimigung #^' 
stattfindet, so erfährt der Hauptpunkt des zweiten Gliedes infolge 

Abhandl. d. K. S. GeseUteh. d. Wissensch. , math.-phy8. Kl. XXIX. iv. 22 
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dieser Drehung relativ zu G^^ eine Beschleunigung, deren TangentiaJ- 
und Normalkomponente horizontale Richtung und bezüglich die 
Größe Cj sin 92*2 ^^^ ^sSin^gfr^* besitzen. Die erstere steht dabei 
senkrecht auf der Ebene ®j (Figur 4); ihre Richtung wird in 
Figur 5 durch den nach 11 führenden Kugelradius dargestellt. 
Die letztere liegt in der Ebene @, selbst und ist nach der durch 
^1,2 gehenden Vertikalen hin gerichtet, sowie es in Figur 5 der 
nach TI' gehende Kugelradius andeutet. 

Endlich gibt der Ä^usdruck 2c,9?^*^ sin (| + 9)3), wie man 

leicht erkennt, die Größe der zusammengesetzten zentrifugalen 
Beschleunigung des Hauptpunktes H^ relativ zu G^^ 3,n. Die 
Bewegung von Ä, relativ zum Gelenkmittelpunkt G12 läßt sich 
nach den bisherigen Überlegungen so entstanden denken, daß der- 
selbe sich in der Ebene ©^ ^^^ ^^^ linearen Geschwindigkeit c^(p'^ 
bewegt, dabei aber diese Ebene selbst sich um eine durch G^^ 
gehende vertikal nach unten gerichtete Achse mit der Winkel- 
geschwindigkeit #j dreht. Nach dem Lehrsatz von Coriolis er- 
fährt der Punkt infolge dieser zusanmiengesetzten Bewegung noch 
eine Beschleunigung, deren Größe durch das doppelte Produkt 
aus der linearen Geschwindigkeit in (Sg, der Winkelgeschwindigkeit 
der Drehung dieser Ebene und dem Sinus des zwischen der Richtung 
jener linearen Geschwindigkeit und der Drehungsachse von @, 
eingeschlossenen Winkels gemessen wird; dieser Winkel ist aber 
gleich f + ^2» wie man aus Figur 4, und insbesondere auch aus 
Figur 5 erkennt, in welcher der nach 2 gehende Kugelradius die 
Richtung der linearen Geschwindigkeit und der vertikal nach unten 
zeigende Radius die Richtung der Drehungsachse angibt. Die 
Richtung dieser sogenannten zusammengesetzten zentrifugalen Be- 
schleunigung steht sowohl auf der linearen Geschwindigkeit als 
auch der Drehungsachse senkrecht und zeigt dabei nach der Seite, 
von welcher aus die vertikale Drehungsachse durch eine im Sinne 

des Uhrzeigers stattfindende Drehung um den Winkel | + 9?, in 

die Richtung der linearen Geschwindigkeit c^^^ übergeführt wird; 
sie wird daher in Figur 5 durch den nach H gehenden Kugel- 
radius veranschaulicht. 

Die geometrische Sunmie der angeführten 5 Beschleunigungs- 
komponenten gibt die gesamte Beschleunigung y, an, welche der 
Hauptpunkt H^ des zweiten Gliedes relativ zum Gelenkmittel- 
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punkt (t,2 eriä.hrt. Man hat also, wenn man für &m(^ + fp^ 
wieder co&<p^ einsetzt: 



(53) r^ = <^f% +(^,%'+(^, sin i)p,#;' + c^ sin 9^*;^ + 2c, 9,' »^ cos <p^. 

Nach dem unter Ib) zuletzt angeführten allgemein gültigen 
Satze liegt der Schwerpunkt S, des zweiten Gliedes auf der Ver- 
längerung des von (?, ^ nach H^ führenden Vektors, d. h. aber 
hier der Längsachse des zweiten Gliedes, und zwar so, daß sein 
Abstand r, von Gj , sich zu c^ verhält, wie die Gesamtmasse m^ 
zu der Masse m^ des zweiten Gliedes, was übrigens auch schon 
in der ersten der Formeln (19) zum Ausdruck gekommen ist. 
Man kann daher durch (53) auch sofort die Beschleunigung an- 
geben, welche der Schwerpunkt S^ des zweiten Gliedes relativ zu 
Ctj 2 besitzt; man braucht zu diesem Zwecke nur auf der rechten 
Seite von (53) an Stelle von c, überall den Schwerpunktsabstand r, 
einzusetzen. Denkt man den so abgeänderten Ausdruck mit der 
Masse w, des zweiten Gliedes multipliziert, so erhält man die 
EflTektivkraft E^ des Schwerpunktes S^ für seine zum Gelenk- 
mittelpunkt 0^2 relative Bewegung, falls man in ihm die Masse 
des zweiten Gliedes konzentriert denkt. Da nun aber nach (19) 
m^r^ durch m^c^ ersetzt werden kann, so ist diese Effektivkraft 
gleich der zu G^^^ relativen Effektivkraft des Schwerpunktes H^ 
des zweiten reduzierten Systems, sofern man in demselben die 
Masse m^ dieses Systems konzentriert denkt. Man hat daher für 
die relative Effektivkraffc JS^ des Schwerpunktes S, aus (53) die 
Vektorsumme 



(54) E^ = m,c^<p^ + w,c,9?;* + m,c^ sin 9,*;' + m,c, sin 9,*^' + ^^oC^% *,' cos y,. 

Es läßt sich nun leicht nachweisen, daß die in den letzten 
5 Gliedern von (52) zu den Größen dieser 5 Komponenten der 
Effektivkraft E^ außer der Hauptstrecke d^ noch hinzutretenden 
Faktoren nichts anderes sind als die Kosinus der Winkel, welche 
die Richtimgen dieser 5 Komponenten bezüglich mit der zur 
Achse ?ly^ und der Längsachse des ersten Gliedes senkrechten 
Richtung bilden, die in Figur 5 durch den Kugelradius Ci an- 
gegeben ist Der Radius Ci bildet mit den 5 Komponenten be- 
zügUch die Winkel (i, 2); (i, 2'); (i, H); (i, W) und (i, U). Die 
Kosinus der Winkel (i, 2) und (i, ü) sind schon in (25) angegeben 

worden. Für die Kosinus der beiden Winkel (i, 2') und (r, H'j 

22* 
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folgt aber aus den sphärischen Dreiecken (1P2') und (iPII') 
nach dem Kosinussatz der sphärischen Trigonometrie, da (P, 2 ') == y^ 

und (P, ir) gleich ^ ist, in der Tat 

cos (i, 2 ') == sin 9j cos qp, — cos <p^ sin 9^ cos (*j — Ö-J 
cos (i, n') = — cos (f^ cos (frg — *,). 

Es hat sich also ergeben, daß die 5 letzten Glieder des Aus- 
drucks (52) zusammen gleich sind der mit der Hauptstrecke rf, 
multiplizierten Projektion der zu Gj ^ relativen Effektivkraft 1E^ 
des Schwerpunktes S^ auf die Kichtung Ci, welche gleichzeitig auf 
der Längsachse des ersten Gliedes und der Richtung der Achse 81^^ 
senkrecht steht. Denkt man nun aber diese 5 Summanden von 
(52) auf die andere Seite der zur Koordinate 9^ gehörenden 
Lagrange sehen Gleichung gebracht, so ändert sich in allen das 
Vorzeichen; sie geben dann zusammen die mit rf, multiplizierte 
Projektion einer der Effektivkraft J^ entgegengesetzt gleichen 
Kraft — E^ auf die Richtung Ci an. Da rf^ den vom Haupt- 
punkte H^ des ersten Gliedes nach dem Gelenkmittelpunkt G^ ^ 
gezogenen Vektor bedeutet, und dieser Vektor auf der Richtung 
der Projektion von — E^ senkrecht steht, so gibt die Suname der 
5 auf die rechte Seite der Gleichung gebrachten Summanden das 
Drehungsmoment an, welches die der relativen Effektivkraft E^ 
entgegengesetzt gleiche Kraft — E^ auf die durch den Hauptpunkt 
des ersten Gliedes gehende Achse 81^^ ausüben würde, wenn sie 
nicht im Schwerpunkt S^, sondern in gleicher Stärke und Richtung 
im Gelenkmittelpunkt ö, 2 angriffe. Beachtet man nun, daß die 
sämtlichen am zweiten Glied angreifenden Kräfte parallel mit 
sich nach dem Gelenkmittelpunkt 0,2 verlegt und den direkt am 
ersten Glied angreifenden Kräften hinzugefügt werden mußten, 
um die Einwirkung der Kräfte auf das erste reduzierte System 
zu erhalten, und daß die auf der rechten Seite der Lagrange sehen 
Gleichung ursprünglich stehende Größe Q^^ das Drehungsmoment 
aller dieser Kräfte in bezug auf eben dieselbe durch B^ gehende 
Achse 8ly^ bedeutet, so braucht man also nur den am ersten 
reduzierten System angreifenden Kräften noch die Kraft — E^ im 
Gelenkmittelpunkt (tj ^ hinzuzufügen, um die ganze drehende Ein- 
wirkung auf das erste reduzierte System bezüglich der durch 
seinen Schwerpunkt H^ gehenden Achse 81^^ zu erhalten. Unter 
dem Einfluß des resultierenden Drehungsmomentes aller dieser Kräfte 
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bewegt sich dann das erste reduzierte System genau so wie ein 
einziger starrer Körper. 

Es läßt sich voraussehen, daß das entsprechende Resultat 
für die Drehung des ersten reduzierten Systems um die im Räume 
feste, vom Hauptpunkte H^ aus vertikal nach unten gerichtete 
Achse 2t<^^ gelten wird. Um den strengen Beweis hierfQr zu er- 
bringen, muß man die zur Koordinate »^ gehörende Lagrange sehe 
Gleichung von (51) in extenso anschreiben. Die Ausführung der 
partiellen Differentiationen von (42) nach fr^ und ^^ und der 
totalen Differentiation des zuerst erhaltenen Ausdrucks nach der 
Zeit t ergibt schließlich bei geeigneter Zusammenfassung ver- 
schiedener Glieder den Wert 

(56) Tt{U{) -W;~ ""^M si^' Qi+iTt cos^ Qj sm' <)p, + rj cos^ <)pj • < 
+ ^^k(j>\ — ?J) sin p, cos p, sin fp^ • y^' 

+ my^C08(p^'Q^ 

+ 2m, [(pI sin^pj •+ gj cos'pj— ^^] sinijp^ cosijp, • (p[»[ 

+ 2 w, (p\ — gl) sin q^ cos q^ sin^ cjr, • »[g^ 

+ ^^oipl — (fi) sin pi cos Q^ cos (p^ • 9^' * 

+ ^h [(pI — ?J)(co8* Q^ — sin^ pj — r]] sin qp, - (p[q[ 

+ m^d^c^ sin (p^ cos 9^ sin (»^ — Ö^J • ^»^ 

— mß^ c, sin ^^ sin 9), sin (p-^ — d'^) • 9)^' ^ 
+ mß^ Cj sin 9?^ sin <p^ cos (*, — i^ J • *j 

— m^cijC, sin^jj sin 9)3 sin(frj — *J • *,* 

4-2morfjCj sin9)j cos 9), cos(*j — Ö^J • 9?,*,. 

Setzt man in diesem Ausdrack alle mit dem Index 2 ver- 
sehenen Größen und außerdem die in m^ steckende Masse m^ gleich 
Null, was damit gleich bedeutend ist, daß das ganze System Ober- 
haupt nur aus dem ersten Glied besteht, so geht wieder (56) in 
den Ausdruck über, welcher bei einem einzigen starren Körper 
allein auf der linken Seite der Lagrange sehen Gleichung stehen 
würde. Bringt man daher die letzten 5 Summanden von (56), 
welche die zu der Drehung des zweiten Gliedes gehörenden Winkel- 
geschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen enthalten, auf die 
rechte Seite der Lagrange sehen Gleichung, so hat man auf der 
linken Seite nur noch den der Bewegung eines starren Körpers 
entsprechenden Ausdruck. Dieser starre Körper ist dann aber, 
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wenn das zweite Glied am ersten hängt, nicht das erste Glied, 
sondern das erste reduzierte System; denn sowohl die Masse m^ 
als auch die Trägheitsradien p^, q^, r^ gehören dem ersten reduzierten 
System an, und die Winkelgeschwindigkeiten (p[y &[, q[ und 
die Winkelbeschleunigungen 9'^', ^'j', q^ beziehen sich auf Achsen 
durch den Schwerpunkt des ersten reduzierten Systems. 

Die 5 auf die rechte Seite der Lagrange sehen Gleichung 
herübergenommenen Summanden, welche dabei das entgegengesetzte 
Vorzeichen erhalten haben, besitzen alle den Faktor rf^sin^^. 
Sieht man von letzterem ab, so bedeuten die übrig bleibenden 
5 Faktoren die Projektionen der in entgegengesetzter Richtung 
genommenen 5 Komponenten, aus denen sich die zu G^^^ relative 
EflFektivkraft E^ nach (54) zusammensetzt, auf die Richtung CI 
(vgl. Figur 5), d. h. also auf die Richtung der Normalen zur 
Ebene ©^ (Figur 4), welche bekanntlich mit der Richtung der 
Achse Sly^ übereinstimmt. Denn mit dieser Richtung bilden die 
Richtungen der 5 Komponenten bezüglich die Winkel (I, 2); (I, 2'); 
(I, n); (I, ü') und (I, II), deren Kosinus zum Teil schon in (25) 
angegeben sind, zum Teil sich an der Hand von Figur 5 leicht 

ableiten lassen. So ist (1, 11') = | + (^^ — ^J und cos (I, 2') ergibt 
sich aus dem sphärischen Dreieck (III'2'j, wenn man noch be- 
achtet, daß (n'2') = | — <p, ist und der Bogen (II' 2') auf (IH') 
senkrecht steht. Man hat demnach 

cos (I, 2 ') = — sin 9?, sin (*, — 9-^) 
^- cos (1, 11') = — sin (», — *J. 

Der allen 5 Summanden gemeinsame Faktor d^ sin (p^ gibt 
nun, wie man leicht aus Figur 4 bestätigt, den Abstand des Ge- 
lenkmittelpunktes G^i2 von der im Hauptpunkte H^ des ersten 
Gliedes vertikal nach unten gehenden Achse Sl^^ an und steht 
dabei auf der Richtung CI, auf welche dis 5 Komponenten von 
— E^ projiziert gedacht sind, senkrecht. Deshalb geben die 5 auf 
die rechte Seite der LAGRANGEschen Gleichung gebrachten Summanden 
zusammen das Drehungsmoment an, welches die zu G^^ relative 
und in entgegengesetzter Richtung genommene Eflfektivkraft des 
Schwerpunktes S^ in bezug auf die Achse %^^ des Hauptpunktes 
besitzt, nachdem man sie parallel nach dem Gelenkmittelpunkte G^^^ 
verlegt hat. Die gleiche Verlegung mußte mit allen am zweiten 
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Glied angreifenden Kräften vorgenommen werden, um die am 
ersten System angreifenden Kräfte zu erhalten. Die zur Ko- 
ordinate *j gehörende LAGRANGESche Gleichung (51) sagt daher 
aus, daß, wenn man den am ersten reduzierten System angreifenden 
Kräften noch im Gelenkmittelpunkt G^^^ die Kraft — E^ hinzufügt, 
das erste reduzierte System sich unter der Einwirkung aller dieser 
Kräfte auch in bezug auf die Drehung um die vertikale Achse 
genau so verhält wie ein einziger starrer Körper. 

Schließlich läßt sich das gleiche Resultat auch fftr die Drehung 
um die Längsachse des ersten Gliedes erweisen. Aus (42) erhält 
man den verhältnismäßig einfachen Ausdruck 

+ m^rj cos 9?j • »'^ 

+ ^o(pI — gl) sin Q^ cos Q^ . fp[* 

— ^o(pI — ^,) sin 9t cos Q, sin* 9), -»[' 

— ^o[(pI — ?J)(cos' 9, — sin*pj + rj] sm<p, • (p[»[. 

In diesem Ausdruck fällt zunächst auf, daß er gar keine 
Größen mit dem Index 2 enthält; nur in der Gesamtmasse m^ 
steckt die Masse m^ des zweiten Gliedes; setzt man diese gleich 
Null, so gehen wieder die Trägheitsradien des ersten reduzierten 
Systems in die des ersten Gliedes über, und man hat die linke 
Seite der zur Koordinate q gehörenden Lagrange sehen Gleichung 
für einen einzigen starren Körper, nämlich das erste Glied. Es 
stellt daher (58) die linke Seite der entsprechenden Gleichung 
dar, welche zu dem als starrer Körper aufgefaßten ersten reduzierten 
System gehört. Die auf der rechten Seite der Lagrange sehen 
Gleichung stehende Größe Q^^ gibt das Drehungsmoment an, welches 
die sämtlichen am ersten reduzierten System angreifenden Kräfte, 
zu denen insbesondere auch die ursprünglich am zweiten Gliede 
angreifenden, aber nach G^ ^ parallel verlegten Kräfte gehören, für 
die Achse 21^^ des ersten reduzierten Systems, welche hier mit 
der Längsachse des ersten Gliedes zusammenfällt, besitzen. Es 
spielt also hierbei die Eflfektivkraft — E^ scheinbar gar keine 
Rolle. Beachtet man aber, daß bei den beiden anderen Lagrange sehen 
Gleichungen diese Kraft nach G^^^ verlegt zu denken war und 
daß dieser Punkt auf der Achse 31^^ selbst liegt, so kann man 
auch im vorliegenden Falle die Kraft — E^ den übrigen am ersten 
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reduzierten System angreifenden Kräften hinzufügen; denn ihr 
Drehungsmoment verschwindet ja für diese Achse. Das letztere 
tritt übrigens auch für die anderen nach G,^^ verschobenen Kräfte 
des zweiten Gliedes zu. 

Die drei ersten Lagrange sehen Gleichungen von (51) lassen 
also übereinstimmend erkennen, daß, wenn man den am zweiten 
Glied angreifenden Kräften noch die Kraft — E^ hinzufügt und 
alle diese Kräfte nach dem Gelenkmittelpunkt G^ ^ verlegt, bei 
den Bewegungen des zweigliedrigen räumlichen Gelenksystems das 
erste reduziert« System sich unter dem Einfluß dieser Kräfte und 
der direkt am ersten Glied angreifenden Kräfte gerade so um 
deinen Schwerpunkt 11^ dreht, als ob es einen einzigen im Eaume 
frei beweglichen starren Körper darstellte. 

Die Bedeutung des reduzierten Systems beschränkt sich nmi 
nicht auf die Drehung um seinen Schwerpunkt, d. h. den Haupt- 
punkt seines Kerngliedes, sondern erstreckt sich auch auf die 
Bewegung des Hauptpunktes selbst. Aus der Beziehung zwischen 
den Hauptpunkten und dem Gesamtschwerpunkt« des Gelenksystems 
(vgl. Figur 4) geht unmittelbar hervor, daß der Hauptpunkt H^ 
des ersten Gliedes sich relativ zum Gesamtschwerpunkt S^ genau 
so bewegt, wie der Gelenkmittelpunkt G^^^ relativ zum Haupt- 
punkt Äg des zweiten Gliedes. Die zu Gi ^ relative Beschleunigung 
von H^ war ^ (vgl. Formel 53); daher ist die zu H^ relative 
Beschleunigung von G^^ und ebenso die zu S^ relative Be- 
schleunigung von iTj gleich — y^. Bezeichnet man weiterhin die 
Beschleunigung des Gesamtschwerpunktes S^ im Räume, deren 
Größe ja durch l/^cj^ + y'^^ + /'* bestimmt wird, kurz durch den 
Vektor y^, so erhält man für die absolute Beschleunigung des 
Hauptpunktes H^ im Räume den Wert 

(59) Vo — K- 

Wenn nun das erste reduzierte System sich auch hinsichtlich der 
Bewegung seines Schwerpunktes H^ wie ein stan-er Körper ver- 
halten soll, so müssen nach dem bekannten Satze von der Be- 
wegung des Schwerpunktes die auf dasselbe einwirkenden Kräfte 
äquivalent mit der Vektorsumme 

(60) ^0 — '^% 

sein. Dies ist tatsächlich der Fall; denn mTy^ ist gleich der 

geometrischen Summe aller am Gelenksystem einwirkenden äußeren 
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Kräfte, und —nTjT^ ist nach (53) und (54) nichts anderes als die 
Ki-aft — iJg, welche der zu &\ 2 relativen Eflfektivkraft des Schwer- 
punktes 6g entgegengesetzt gleich ist. Auf das erste reduzierte 
System wirken aber gerade die sämtlichen äußeren Kräfte des 
Gelenksystems und außerdem die Kraft — E^, welche ebenfalls 
als eine äußere Kraft des ersten reduzierten Systems aufzufassen ist. 
Das reduzierte System ist zunächst ein fingiertes Massen- 
system, dag sich deshalb nicht genau verwirklichen läßt, weil 
man nicht eine Masse nur in einem Punkt konzentrieren kann. 
Es läßt sich aber zeigen, daß unter Umständen das Gelenksystem 
sich gegenüber den einwirkenden Kräften gerade so verhält, wie 
eis das reduzierte System tun würde, wenn man dasselbe vei*wirk- 
liehen könnte. Setzt man nämlich in den soeben ausführlich 
gedeuteten LAGRANGEschen Gleichungen nur die zum zweiten Glied 
gehörenden Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen 
y^', «"j und 9?j', 9'^ gleich Null, ohne aber die übrigen mit dem 
Index 2 versehenen Größen m^, c^, 9?, und d-^ zu Null zu machen, 
so verschwinden zwai* auch die letzten 5 Summanden in (52) 
und (56), alle anderen Summanden von (52), (56) und (58) bleiben 
aber unverändert. Insbesondere haben die Größen p, q und r, 
nach wie vor die Bedeutung als Hauptträgheitsradien des Schwer- 
punktes fij vom ersten reduzierten System, und auch die auf der 
rechten Seite der LAGRANGEschen Gleichungen stehenden Größen Q 
behalten ihre Werte bei. Das Verschwinden der Winkelgeschwindig- 
keiten und Winkelbeschleunigungen des zweiten Gliedes ist damit 
gleichbedeutend, daß die Richtungskoordinaten 9?,, *, für die 
Längsachse des zweiten Gliedes konstant bleiben, sodaß also die 
Längsachse des zweiten Gliedes sich bei den Bewegungen des 
Gelenksystems nur parallel im Baume verschieben könnte, während 
das zweite Glied selbst irgend welche Drehungen um die Längs- 
achse ausführen könnte. Sieht man der Einfachheit halber von 
dieser Beweglichkeit um die Längsachse auch noch ab, so würde 
also das zweite Glied nur Translationsbewegungen ausführen dürfen. 
Dies vorausgesetzt verhält sich dann das ganze Gelenksystem in 
der Tat so, wie das fingierte erste reduzierte System. Nun wird 
allerdings der Fall, daß das zweite Glied die Drehungen des 
ersten Gliedes nur mit Translationsbewegung begleitet, nur selten 
wirklich eintreten. Es läßt aber die eben angestellte Betrachtung 
erkennen, daß durch die angenommene Verlegung der ganzen 
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Masse des zweiten Gliedes in den Gelenkmittelpunkt G^^^^ wie 
sie die Zusammensetzung des ersten reduzierten Systems verlangt, 
gerade die Wirkung in Rechnung gezogen wird, welche eine 
Translationsbewegung des zweiten Gliedes infolge des Gelenk- 
zusammenhanges auf die Bewegungeu des ersten Gliedes ausübt. 
Der Einfluß der außerdem in der Regel uoch stattfindenden Drehung 
des zweiten Gliedes auf die Bewegung des ersten Gliedes kommt 
in dem Auftreten der negativen Effektivkraft — E^ der zu Gi ^ 
relativen Bewegung des Schwerpunktes S^ in den LAOBANGEschen 
Gleichungen vollkommen zur Geltung. 

Endlich sei uoch auf den besonderen Fall hingewiesen, daß 
der Schwerpunkt des zweiten Gliedes mit dem Gelenkmittelpunkt G^^^ 
zusammenfällt. Dann verschwindet die Effektivkraft — -E, bei 
jeder beliebigen Bewegung des zweiten Gliedes. In den Formeln 
(52) und (56) ist dies daran zu erkennen, daß c^ den Wert Null 
annimmt; denn wenn der Schwerpunkt S^ nach G, ^ rückt, so 
ftillt auch der zwischen beiden liegende Hauptpunkt Ä mit G^^^ 
zusammen. Es verhält sich dann das ganze Gelenksystem in 
bezug auf die Drehungen des ersten Gliedes auch genau so wie 
das erste reduzierte System. 

Bisher war der allgemeine Fall angenommen, daß die drei 
Hauptträgheitsradien für den Schwerpunkt des ersten Gliedes, uud 
infolgedessen auch diejenigen för den Schwerpunkt des ersten 
reduzierten Systems, verschieden groß seien. Bei den meisten 
Extremitätenabschnitten des menschlichen Körpers gestalten sich 
nun die Verhältnisse insofern etwas einfacher, als das Trägheits- 
ellipsoid des Schwerpunktes mit großer Annäherung ein Rotations- 
ellipsoid^) darstellt, dessen Rotationsachse mit der Längsachse des 
Gliedes zusammenfällt. Daher nehmen in diesem Falle die beiden 
Hauptträgheitsradien p^ und g, gleiche Werte an. Hieraus ergibt 
sich aber eine ganz wesentliche Vereinfachung der LAGRANOESchen 
Gleichungen. Bezeichnet man das resultierende Drehungsmoment 
aller am ersten reduzierten System angreifenden Kräfte, die 
Kraft — E^ mit eingeschlossen, für die durch seinen Schwer- 
punkt H^ gehenden Achsen Sl^^, 21^^ und Sl^^ bezüglich mit D^^, 
D^^ und D^^, so lauten in diesem besonderen Falle die drei 



i) Vgl. die in der Anmerkmig auf Seite 303 angegebene Arbeit über die 
Trägheitsmomente des menschlichen Körpers imd seiner Glieder. 
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LAGBANGEschen Gleichungen, wie man leicht aus (52), (56) und (58) 
ableitet: 

^^oP\ ' % — ^o{p\ - sin <3P, cos <r, • »[' + ni/^ sin (jp, • »[q[ = 2)^, 
(61) mXp\ sinV, + rj cos^J • »'; + mj\ costp^ • 9," 

+ ^^^o(p\ — sin c)p, cos 9, . <p[»[ —m/^ sin cp^ • if[Q[ = !>,<,. 

Bisher sind nur die LAGRANGESchen Gleichungen abgeleitet 
und gedeutet worden, welche zu den drei Winkelkoordinaten y^, 
9^ und 9j des ersten Gliedes gehören. Es ist nun ohne weiteres 
klar, daß im Falle vollkommen freier Beweglichkeit des ganzen 
Gelenksystems die drei noch fehlenden zu 9^, fr, und 9, gehörenden 
LAGRANGESchen Gleichungen (51) genau dieselbe Form aufweisen, 
wie die aus (52), (56) und (58) hervorgegangenen, und dg^ß die- 
selben die ganz entsprechende Bedeutung für das zweite reduzierte 
System besitzen, wie jene för das erste. In der Tat findet man 
für die linken Seiten dieser Gleichungen Ausdrücke, die aus (52), 
(56) und (58) allein durch Vertauschen der beiden Indices i und 2 
bei allen Größen mit Ausnahme der beiden Hauptstrecken d^ und c^ 
hervorgehen; nur bei letzteren muß man auch die Buchstaben 
mit vertauschen, sodaß c, an Stelle von d^ tritt und umgekehrt, 
was nur eine Folge der für die Hauptstrecken eingeführten Be- 
zeichnungsweise ist. 

Die Bedeutung der letzten 5 Sunoimanden in den auf diese 
Weise aus (52) und (56) entstehenden Ausdrücken ist ganz die 
entsprechende wie bei den früheren Gleichungen. Dieselben geben 
zusammen das Drehungsmoment an, mit welchem die Eflfektiv- 
kraft E^ der zum Gelenkmittelpunkt G^^ relativen Bew^ung des 
Schwerpunktes S^ des ersten Systems auf die Achse 21^^ bez. Sl^^ 
durch den Schwerpunkt H^ des zweiten reduzierten Systems ein- 
wirkt, wenn man sie in G^^^ angreifen ließ. Bringt man bei 
beiden Gleichungen diese 5 Summanden auf die rechte Seite, so 
daß sich in allen das Vorzeichen umkehrt, so wird damit das 
dort schon stehende Drehungsmoment Q^ bezw. ö^ der auf das 
zweite reduzierte System einwirkenden Kräfte um das auf die- 
selbe Achse bezogene Drehungsmoment einer in G^ ^ angreifenden 
Kraft — E^ vermehrt, welche der zu G^^^ relativen Eflfektivkraft E^ 
des Schwerpunktes S^ entgegengesetzt gleich ist. Dies laßt sich 
auch für die dritte LAGRANGESche Gleichung annehmen, weil das 
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Drehungsmoment von — E^ för die Achse 21^, welcher ihr jetzt 
als Punkt des zweiten Gliedes aufzufassender Angriffspunkt 6r, j 
selbst angehört, verschwindet. Die drei LAORANOEschen Gleichungen 
sagen daher wiedeinim aus, daß nach der Verlegung aller am 
ersten Glied angreifenden Kräfte und der Kraft — E^ nach dem 
Gelenkmittelpunkt G^^ unter der Einwirkung dieser und der außer- 
dem direkt am zweiten Glied angreifenden Kräfte da« zweite redu- 
zierte System sich genau so um seinen Schwerpunkt H^ dreht, wie 
es ein einziger starrer Körper von der entsprechenden Zusammen- 
setzung tun würde. Es läßt sich weiterhin leicht erkennen, daß auch 
der Schwerpunkt H^ sich bei den Bewegungen des ganzen Gelenk- 
systems genau so bewegt, als ob die Masj^e m^ des ganzen Systems in 
ihm konzentriert wäre und alle diese Kräfte direkt an ihm angriffen. 

Macht man auch hier wieder die bei den Extremitäten- 
abschnitten des menschlichen Körpers nahezu erftülte Voraus- 
setzung, daß die Trägheitsradien p^ und q^ für die beiden Quer- 
achsen einander gleich sind, so nehmen die drei LAGRANGESchen 
Gleichungen eine viel einfachere Form an. Bezeichnet man dabei 
das resultierende Drehungsmoment aller am zweiten reduzierten 
System angreifenden Kräfte, wiederum die Kraft — E^ mit 
eingeschlossen, fÖr die durch seinen Schwerpunkt H^ gehenden 
Achsen 81^, %^^ und S(^^ bezüglich mit D^, D^^ und />^, so erhält 
man in diesem besonderen Falle die den Gleichungen (6i) genau 
entsprechenden LAGRANOEschen Gleichungen, welche sich von diesen 
nur dadurch unterscheiden, daß überall der Index 2 an Stelle des 
Index I getreten ist. 

Die bisher abgeleiteten Gleichungen gelten zwar zunächst 
für den Fall vollkommen freier Beweglichkeit des Gelenksystems 
im Räume; sie können aber auch auf den schon oben in betracht 
gezogenen Fall übertragen werden, daß bei den Bewegungen des 
räumlichen Gelenksystems ein Punkt 0^ der Längsachse des ersten 
Gliedes festbleibt, und das System infolgedessen nur Drehungen um 
diesen Punkt ausführen kann. Will man die bisher gewonnenen 
Differentialgleichungen diesem Falle anpassen, so muß man in 
(52), (56) und (58), wie ein Vergleich der Formeln (42) und (4g) 
lehrt, die Trägheitsradien p^y q^, r^, durch die Trägheitsradien 
Po\^ 9.017 ^oi dös ersten reduzierten Systems für den Punkt 0^, 
femer in den entsprechenden zum zweiten reduzierten System 
gehörenden Gleich ngen die Trägheitsradien p^y q^, r^ durch die 
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Tragheitsradien jp^g, q^^, r^. des zweiten reduzierten Systems för 
den Gelenkmittelpunkt ö^g, und außerdem Oberall die Haupt- 
strecke d^ durch die schon früher mit \ bezeichnete Strecke O^G^^^ 
auf der Längsachse des ersten Gliedes ersetzen. An Stelle der in 
den Gleichungen (51) auf der rechten Seite stehenden Drehungs- 
momente öy, Q» und Q^ för Achsen durch die beiden Haupt- 
punkte treten femer die von den gleichen Kräften ausgeübten 
Drehungsmomente für die parallelen Achsen durch 0^ bezw. 6ri 3. 

Die letzten 5 Glieder in den aus (52) und (56) hervorgehenden 
Ausdrücken stellen wieder Drehungsmomente dar und lassen sich 
daher zweckmäßiger Weise mit den Größen Q^ und Q^ auf der 
rechten Seite der Gleichungen (51) vereinigen. 

Bei den zum ersten reduzierten System gehörenden Gleichungen 
geben diese auf die rechte Seite herübergenommenen Glieder, wie 
man ohne weiteres bestätigt, Drehungsmomente an för die in 
(ti 2 angreifend zu denkende Kraft — E^, und zwar bezogen auf 
die durch den Punkt 0^ gehenden und zu Ä^,, 8l/>, parallelen 
Achsen Sl^^^, Ä^^^. Faßt man diese Drehungsmomente bezüglich mit 
den für die gleichen Achsen geltenden Drehungsmomenten Q^^y Q^^ 
zu den resultierenden Drehungsmomenten 2)^ , 1)^ zusammen 
und setzt auch D^^^ an Stelle von Q^ ein, da die Kraft — E^ för 
die Längsachse (21^^,) das Drehungsmoment Null besitzt, so erhält 
man unter der Annahme, daß das Trägheitsellipsoid des ersten 
reduzierten Systems für 0^ ein Rotationsellipsoid ist, die drei 
ersten der untenstehenden Gleichungen (62). 

Bei den zum zweiten reduzierten System gehörenden Glei- 
chungen haben die entsprechenden 5 Glieder, die hier bezüglich 
mit dem Faktor 9?^", y^*, «•^", 9^[^ und (p[^[ behaftet sind, eine 
etwas andere Bedeutung, welche nach den früheren ausführlichen 
Erörterungen aber auch leicht zu erkennen ist. Versteht man 
unter g^^ die Gesamtbeschleunigung des Gelenkmittelpunktes ö, ^ 
bei den Drehungen des ersten Gliedes um den festen Punkt 0^, 
so können nämlich diese 5 Glieder aufgefaßt werden als die 
Drehungsmomente einer im Schwerpunkte B^ des zweiten redu- 
zierten Systems angreifenden Kraft von der Größe — m^^, bezogen 
auf die durch den Punkt öj 2 gehenden und zu 31^, %^^ (und %^) 
parallelen Achsen 31^^^, 31;;^^^ (und Sl^ J. Bezeichnet man mit 
D.^, , B^ ^ und D^^^ die aus diesen Drehungsmomenten und den 
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auf die gleichen Achsen bezogenen Größen Q^j Q^^, Q^ zusammen- 
gesetzten Drehungsmomente, so erhält man die letzten drei der 
Gleichungen (62), wenn wiederum angenommen wird, daß das 
Trägheitsellipsoid des zweiten reduzierten Systems für (?i ^ ein 
Rotationsellipsoid ist. 

Das vollständige System der LAGRANGEschen Gleichungen lautet 
daher in diesem Falle 

"^KPli'^Pi-^oiPli -O ^"^"Pi cos<jP, •<*+^,^!. sin<)p,.*;(>; = D^^, 

(62) '^'''^' ' ^' "^ '''^"^^'^ ^''^''^' ' *'' ~ "^^"^^ ^'''''' ' ''''*'' "" ^'^' 
^o(pI, sin' <)P, + r», cos^,) • 1^; + mjl^ cos 9, • ?; 

^o^^ • (?,' + ^0^2 cos <)P, . *; - m rj, sin <)P3 . <p'X = D^^^. 

Auf diese Gleichungen wird sich die kinetische Unter- 
suchung der im menschlichen Körper auftretenden zwei- 
gliedrigen räumlichen Gelenksysteme, wie z. B. des gegen 
den festen Schultergürtel beweglichen Arms oder des 
gegen das festgestellte Becken beweglichen Beins, vor 
allen Dingen zu stützen haben; daher sind dieselben in extenso 
angeführt worden. 
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III. Das allgemeine ränmliclie Gelenksystem. 

Die im vorhergehenden Abschnitt ausführlich abgeleiteten 
Lagbange sehen Bewegungsgleichungen des zweigliedrigen räum- 
lichen Gelenksystems waren schon ziemlich umfangreich und in 
ihrer Form wenig übersichtlich. Durch die Einftlhrung der redu- 
zierten Systeme hat sich ihnen aber eine sehr einfache Deutung 
geben lassen. Die kinetische Untersuchung des zweigliedrigen 
Systems ist unter Verwendung derselben auf die Kinetik eines 
einzigen starren Körpers zurückgeführt worden. Bei dem all- 
gemeinen aus n Gliedern bestehenden Gelenksystem werden nun 
die Formeln natürlich noch sehr viel komplizierter, wenn auch 
das Prinzip ihrer Ableitung genau das gleiche ist, wie beim zwei- 
gliedrigen System. Die Deutung der zu dem allgemeinen System 
gehörenden Bewegungsgleichungen, welche infolge ihrer großen 
Anzahl und ihres bedeutenden Umfanges hier nicht in extenso 
mitgeteilt werden sollen, ist dagegen ebenso einfach wie beim 
zweigliedrigen System. Die genaue Analyse ergibt, daß jede der 
zahlreichen Bewegungsgleichungen sich auch hier als die Bewegungs- 
gleichung eines reduzierten Systems, d. h. also eines isolierten 
starren Körpers interpretieren läßt. Wie zu jedem Glied im all- 
gemeinen drei Winkel ^j, f^^, Qj als allgemeine Bichtungskoordinaten 
gehören, sofern man wieder zunächst alle Gelenke als solche von 
drei Freiheitsgraden mit festem Gelenkmittelpunkt auffaßt, so 
kommen jedem reduzierten System drei Bewegungsgleichungen zu, 
welche sich im Falle vollkommen freier Beweglichkeit des Gelenk- 
syßtems auf die Drehungen desselben um Achen Ä, , Sl^ und Sl„ 

durch seinen Schwerpunkt, d. h. den Hauptpunkt des dem System 
zugrunde liegenden Kerngliedes beziehen. 

Beim zweigliedrigen System war jedes der beiden Glieder 
nur mit einem durch ein Gelenk verbunden. Daß die Glieder des 
w-gliedrigen Systems im allgemeinen mehrere Gelenke besitzen, 



Digitized by 



Google 



346 Otto Fischer, [80 

durch welche sie mit anderen im Zusammenhang stehen, bedingt 
für die Deutung der Bewegungsgleichungen durchaus keine Kompli- 
kation. Es wiederholt sich an jedem der an einem Glied, etwa 
dem yten Glied des Systems, befindlichen Gelenke derselbe Vorgang. 
Das Teilsystem, welches an dem Gelenk hängt, und das daher 
vom Gliede abfallen würde, wenn man das Gelenk durchtrennen 
wollte, wirkt infolge seiner eigenen Bewegung auf das ^'te Glied 
ein. Diese Einwirkung kann aber selbstverständlich nur da statt- 
finden, wo das Teilsystem mit dem jten Glied in Berührung ist, 
d. h. also in dem beide verbindenden Gelenke. 

Von der Eigenbewegung des Teilsystems sondert man zweck- 
mäßiger Weise zunächst eine Translationsbewegung ab, welche mit 
der Bewegung des Mittelpunktes des Verbindungsgelenks überein- 
stimmt. Bei dieser behält der Schwerpunkt des Teilsystems seine 
Lage relativ zum Gelenkmittelpunkt bei, und der Einfluß derselben 
auf die Bewegung des jten Gliedes kann dadurch vollkommen zur 
Darstellung gebracht werden, daß man die ganze Masse des Teil- 
systems nach dem Mittelpunkte des Verbindungsgelenks verlegt und 
dem yten Gliede hinzugefügt denkt, wie es für die Zusammen- 
setzung des jten reduzierten Systems erforderlich ist. 

Außer der Translationsbewegung werden nun die einzelnen 
Glieder des Teilsystems noch Drehungen im Baume ausführen, 
welche zur Folge haben, daß der Schwerpunkt des Teilsystems sich 
relativ zum Mittelpunkte des Verbindungsgelenks bewegt. Auch 
diese Drehbewegung des Teilsystems wird natürlich ihren Einfluß 
auf die Bewegungen des jten Gliedes ausüben; und da zeigt nun 
die genaue Analyse der Bewegungsgleichungen, daß derselbe auch 
im allgemeinen Falle durch eine im Mittelpunkte des Verbindungs- 
gelenks angreifende Kraft dargestellt werden kann, welche der 
Eflfektivkraft der zum Mittelpunkte des Verbindungsgelenks relativen 
Bewegung des Schwerpunktes des Teilsystems entgegengesetzt gleich 
ist. In Rücksicht auf den unter Ib) geschilderten Zusammenhang 
zwischen den Hauptpunkten und den Schwerpunkten der Teil- 
systeme kann man auch für diese Eflfektivkraft des Schwerpunktes 
des Teilsystems das Produkt aus der Gesamtmasse m^ des ganzen 
Gelenksystems und der zum Mittelpunkte des Verbindungsgelenks 
relativen Beschleunigung des (veränderlichen) Hauptpunktes des 
Teilsystems, welche kurz als die relative Eflfektivkraft dieses 
Hauptpunktes bezeichnet sein soll, einsetzen; auch diese Eflfektiv- 
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kraft ist in entgegengesetzter Bichtung zu nehmen und nach dem 
Mittelpunkte des Verbindungsgelenks verlegt zu denken. 

Endlich werden auch die an dem Teilsystem direkt angreifen- 
den Kräfte auf die Bewegung des jten Gliedes von EinfluB sein; 
man erhält denselben ohne weiteres dadurch, daß man alle diese 
Kräfte parallel mit sich nach dem Mittelpunkte des Verbindungs- 
gelenks verlegt. 

Denkt man nun an jedem Gelenkmittelpunkte des ^ten Gliedes 
die Verlegung der Masse des Teilsystems, der in negativer Richtung 
genommenen relativen Effektivkraft des Hauptpunktes des Teil- 
systems und der an dem Teilsystem direkt angreifenden Kräfte 
durchgeführt, so erhält man das jte reduzierte System und eine 
Reihe von Kräften, welche an Punkten desselben angreifen. Diese 
Kräfte zerfallen in drei Gruppen. Die erste Gruppe umfaßt alle 
Kräfte, die schon direkt an dem ^ten Gliede angreifen. Die zweite 
Gruppe enthält die übrigen Kräfte des Gelenksystems, welche 
ursprünglich außerhalb des jten Gliedes angreifen und parallel 
nach dem ihrem Angriffspunkte innerhalb des Gelenksystems am 
nächsten liegenden Gelenkmittelpunkte des yten Gliedes verlegt 
sind. Diese beiden Gruppen machen zusammen die Kräfte aus, 
welche früher kurz als die Kräfte des ^ten reduzierten Systems 
bezeichnet worden sind. Zu denselben kommt nun noch eine 
dritte Gruppe von Kräften hinzu, welche von vornherein nicht 
an dem Gelenksystem vorhanden sind, sondern ihre Entstehung 
erst der Bewegung desselben verdanken; es sind dies die in 
entgegengesetzter Richtung zu nehmenden relativen Effektivkräfte 
der Hauptpunkte der verschiedenen am ^ten Glied hängenden 
Teilsysteme, welche ebenfalls in den Mittelpunkten der die Teil- 
systeme mit dem ^ten Gliede verbindenden Gelenke angreifend 
zu denken sind. Unter der Einwirkung dieser drei Gruppen von 
Kräften bewegt sich nun das ^te reduzierte System genau so wie 
ein einziger starrer Körper. Sein Schwerpunkt, d. h. also der 
Hauptpunkt des jten Gliedes, ftthrt dieselbe Beschleunigung im 
Räume aus, als wenn in ihm die ganze Masse m^ des Gelenk- 
systems konzentriert wäre und an ihm die sämtlichen Kräfte der 
angeführten drei Gruppen direkt angriffen. Außerdem dreht sich 
das jte reduzierte System genau so um seinen Schwerpunkt, wie 
es ein starrer Körper von gleicher Beschaffenheit unter der Ein- 
wirkung der drei Gruppen von Kräften tun würde. Dies ist auch 

Abhandl. d. K. S. OeieUtoh. d. Wiuei^h., math.-phys. Kl. XXIX. iv. 28 
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fftr das komplizierteste räumliche Gelenksystem die Bedeutung 
der Bewegungsgleichungen, sowohl unter der Voraussetzung voll- 
kommen freier Beweglichkeit im Baume, als auch in dem Falle, 
daß die Bewegung des Gelenksystems an irgend welche Bedingungen 
geknüpft ist, wenn man nur diese Bedingungen durch geeignete 
Kräfte realisiert denkt. 

Der Vorteil, welcher hierdurch för die Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen der räumlichen Gelenksysteme gewonnen ist, liegt auf 
der Hand. Man braucht im gegebenen Falle gar nicht mehr auf 
die allgemeinen Lagrange sehen Differentialgleichungen der Be- 
wegung zurückzugreifen, man ist vollkommen der Mühe enthoben, 
den in der Regel sehr komplizierten und umfangreichen Ausdruck 
für die lebendige Kraft des ganzen Systems aufzustellen, und kann 
die Gleichungen, unter Verwendung der bekannten Bewegungs- 
gleichungen für einen einzigen starren Körper, sofort anschreiben, 
nachdem man die aus dem Aufbau des Gelenksystems resultierende 
Massenverteilung in den reduzierten Systemen durch Bestimmung 
der Lage der Hauptpunkte und der Größe der Trägheitsmomente 
festgestellt hat. Man ist dabei auch gar nicht an eine bestimmte 
Form der Bewegungsgleichungen gebunden, sondern kann alle 
Gleichungsformen, welche für die Untersuchung der Bewegung 
eines starren Körpers aufgestellt worden sind, auch für das Gelenk- 
system verwenden. Insbesondere ist es hier durchaus möglich, 
die Drehungen der reduzierten Systeme um ihren Schwerpunkt 
in den sogenannten EuLERSchen Gleichungen auszudrücken. 

Der einzige Unterschied zwischen den Bewegungsgleichungen 
eines starren Körpers und eines reduzierten Systems besteht nur 
darin, daß bei letzterem zu den an ihm angreifenden Kräften noch 
die in entgegengesetzter Richtung zu nehmenden relativen Eflfektiv- 
kräfte hinzutreten, welche erst aus der Bewegung des Gelenk- 
systems abzuleiten sind. Diese Ableitung unterliegt aber nach 
den ausführlichen Auseinandersetzungen im L Abschnitt durchaus 
keinen Schwierigkeiten. Da man zu dem Hauptpunkte eines Teil- 
systems des jten Gliedes von dem Mittelpunkte des Verbindungs- 
gelenks aus einfach dadurch gelangt, (vgL hierzu Seite 299), daß 
man die Vektorsunoime der zu den Gliedern des Teilsystems ge- 
hörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des Gelenksystems 
dem jten Gliede am nächsten liegen, so kann man auch leicht die 
zu dem betreffenden Gelenkmittelpunkte gehörende Beschleunigung 
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des Hauptpunktes des Teilsystems gewinnen. Dieselbe wird sich 
aus soviel Komponenten zusammensetzen, als das Teilsystem 
Glieder besitzt, wobei jede von einem bestimmten Gliede herrührende 
Beschleunigungskomponente selbst wieder in eine Reihe von Kom- 
ponenten zerfitllt, welche von den Richtungskoordinaten, den 
Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen des be- 
treflfenden Gliedes abhängen, wie es sich schon bei den noch 
relativ einfachen Verhältnissen des zweigliedrigen räumlichen 
Gelenksystems gezeigt hatte. 

Damit ist aber der Weg vorgezeichnet, auf dem man auch 
för ein im menschlichen oder tierischen Körper vorkommendes, 
oder bei einer Maschine verwendetes räumliches Gelenksystem 
ohne Mühe die Bewegungsgleichungen in der einfachsten Form 
aufstellen kann; denn die besonderen Fälle, in denen einige der 
Gelenke zwischen den Gliedern des Systems nur i und 2 Freiheits- 
grade besitzen, sind, wie schon in der Einleitung hervorgehoben 
wurde, in dem angenommenen allgemeinen Fall von lauter Gelenken 
mit 3 Freiheitsgraden mit enthalten. Sie erfordern daher keine 
prinzipiell neue Untersuchung und lassen sich am besten nicht 
allgemein, sondern am bestimmten Beispiel erledigen. 
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Bfickblick. 

Die kinetische Untersuchung der Gliederbewegungen der 
Organismen erfordert die Kenntnis der Bewegungsgleichungen, 
d. h. also der Beziehungen, welche zwischen den Stellungen, Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen der einzelnen Glieder einer- 
seits und den auf sie einwirkenden Kräften andererseits bestehen. 
Bevor man an die Lösung spezieller Probleme der physiologischen 
Mechanik herangehen kann, muß daher erst die allgemeine Mechanik 
der Gelenksysteme in dieser Richtung ausgebaut werden, um damit 
die Untersuchungen auf dem Gebiete der Physiologie der speziellen 
Bewegungen auf eine exakte Basis zu stellen. Je größer die 
Anzahl der Glieder eines Gelenksystems ist, und je größere Be- 
wegungsfreiheit in den einzelnen Gelenken herrscht, um so zahl- 
reicher und umfangreicher werden die für die Untersuchung er- 
forderlichen Bewegungsgleichungen. Aus diesem Grunde wurde 
in einer früheren Abhandlung des Verfassers, welche sich zum 
ersten Male mit der allgemeinen Mechanik der aus Gliedern zu- 
sammengesetzten Gelenksysteme beschäftigt, die Untersuchung auf 
ebene Gelenksysteme beschränkt, bei denen alle Glieder durch 
SchamiergeJenke mit parallelen Achsen verbunden sind, und außer- 
dem die Schwerpunkte aller Glieder in einer zu diesen Gelenkachsen 
senkrechten Ebene liegen. Die Resultate dieser Arbeit lieferten 
dann später das Fundament zu einer Reihe spezieller Untersuchungen 
über bestimmte Bewegungen des menschlichen Körpers, welche, 
wie z. B. die Bewegungen des menschlichen Ganges, wenigstens 
in erster Annäherung als ebene Bewegungen aufgefaßt werden 
können;, sie ermöglichten es auch, Fragen über die Beteiligung 
der Muskeln bei derartigen Bewegungen zu lösen, welche sich auf 
andere Weise bis dahin nicht vollkommen exakt und einwurfsfrei 
hatten entscheiden lassen. 

Die ebenen Bewegungen des menschlichen Körpers und seiner 
Teile bilden nur die Ausnahme. In der Regel führt der Mensch, 
ebenso wie das Tier, bei den verschiedenen Arten der Lokomotion 
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•und Arbeitsleistungen räumliche Bewegungen aus, wie es angesichts 
der größeren Bewegungsfreiheit in den Gelenken, welche dabei 
hauptsächlich in Anspruch genommen werden, auch nicht anders 
zu erwarten ist. Zur Untersuchung der räumlichen Bewegungen 
der organischen Gelenksysteme können aber natürlich die für 
ebene Gelenksysteme gefundenen Bewegungsgleichungen nicht ver- 
wendet werden. Es war daher eine Ausdehnung der früheren 
Arbeit auf den Raum erforderlich, um damit die Unterlagen für 
weitere spezielle Untersuchungen zu schaffen, die sich auf räum- 
liche Bewegungen des menschlichen und tierischen Körpers und 
seiner Teile erstrecken sollen. 

In der vorliegenden Abhandlung ist nun eingehend zunächst 
das zweigliedrige räumliche Gelenksystem, bei welchem die beiden 
Glieder durch ein Gelenk mit drei Graden der Freiheit ver- 
bunden sind, auf seine Bewegungsgleichungen untersucht worden. 
Die für dieses spezielle System gewonnenen Resultate gestatteten 
dann ohne weiteres eine Verallgemeinerung für das w-gliedrige 
räumliche Gelenksystem von ganz allgemeiner Natur, bei welchem 
insbesondere ein Glied auch mit mehr als zwei anderen durch 
Gelenke verbunden sein kann. 

Die Methode der Ableitung der Bewegungsgleichungen der 
räumlichen Gelenksysteme ist im wesentlichen dieselbe wie die, 
welche in der früheren Arbeit für die ebenen Gelenksysteme aus- 
gebaut wurde. Dieselbe gründet sich auch hier auf die Einführung 
der reduzierten Systeme, d. h. gewisser an die einzelnen Glieder 
sich anschließender Massensysteme, welche dadurch entstehen, daß 
in allen Gelenken eines Gliedes die Massen der an diesen Gelenken 
hängenden Abschnitte des ganzen Gtelenksystems konzentriert und 
dem betreffenden Gliede hinzugefügt gedacht werden. Es war daher 
nötig, zunächst nachzuweisen, daß die früher gefundenen vielfachen 
Eigenschaften dieser reduzierten Systeme und ihrer Schwerpunkte, 
die als Hauptpunkte der einzelnen Glieder bezeichnet werden, auch 
beim allgemeinsten räumlichen Gelenksystem ihre Gültigkeit be- 
halten. Dies ist in einem I. Abschnitt der Arbeit ausführlich 
bewiesen worden. Es hat sich unter anderem gezeigt, daß derselbe 
enge Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten der einzelnen 
Glieder einerseits und dem Gesamtschwerpunkte und den ver- 
schiedenen Partialschwerpunkten des allgemeinsten räumlichen 
Gelenksystems andererseits besteht, wie er sich schon für das 
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ebene Gelenksystem hatte nachweisen lassen. Dieser Zusammen- 
hang ermöglicht auch beim räumlichen System eine sehr einfache 
Konstruktion der Lage des Gesamtschwerpunktes und der Teil- 
schwerpunkte und liefert die einfachsten Formeln, mit deren Hilfe 
man die Bewegungen dieser Schwerpunkte, ihre Bahnen sowohl, 
wie ihre Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, aus der Be- 
wegung irgend eines bestimmten Punktes des Systems ableiten 
kann. Der enge Zusammenhang zwischen Hauptpunkten und 
Schwerpunkten gibt auch weiterhin das Mittel an die Hand, den 
Ausdruck für die lebendige Kraft des ganzen Gelenksystems bei 
jeder beliebigen Bewegung desselben auf sehr einfache und zugleich 
anschauliche Weise abzuleiten und auf die konzentriertest^ Form 
zu bringen. 

Während in der früheren Abhandlung bei der Zusammen- 
setzung der reduzierten Systeme nur auf die Verlegung der Massen 
der an einem Gliede hängenden Teilsysteme nach den verschiedenen 
Gelenken des Gliedes Rücksicht genommen wurde, ist in der vor- 
liegenden Arbeit zum ersten Male eine in Hinsicht auf die am 
Gelenksystem angreifenden Kräfte erforderliche Erweiterung des 
Begriffs der reduzierten Systeme eingeführt und verwendet worden. 
Die außerhalb eines Gliedes am Gelenksystem angreifenden Kräfte 
üben infolge des Gelenkzusammenhanges natürlich auch einen 
Einfluß auf das betreffende Glied und das aus demselben hervor- 
gehende reduzierte System aus. Diese Einwirkung ist von dex 
Art, als ob jede dieser Kräfte in gleicher Richtung und Stärke 
an dem ihrem Angriffspunkte innerhalb des Gelenksystems am 
nächsten liegenden Gelenkmittelpunkte des betreffenden Gliedes 
angriffe. Denkt man daher mit den Massen der an einem Gliede 
hängenden Teilsysteme auch die an den letzteren angreifenden 
Kräfte nach dem nächsten Gelenkmittelpunkte des Gliedes verlegt, 
so erhält man nicht nur das zu dem Gliede gehörende reduzierte 
System, sondern auch die an diesem reduzierten System an- 
greifenden Kräfte. Wie also die Masse eines reduzierten 
Systems mit der Gesamtmasse des Gelenksystems übereinstimmt, 
so sind auch unter den an einem reduzierten System angreifenden 
Kräften die sämtlichen auf das ganze Gelenksystem einwirkenden 
Kräfte vertreten. 

Die Haupteigenschaft der reduzierten Systeme und Haupt- 
punkte, welche ihre Einführung in die Mechanik der Gelenksysteme 
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geradezu als unentbehrlich erscheinen läßt, beruht darin, daß sie 
die Zurückföhrung der Kinetik der Gelenksysteme auf die Kinetik 
eines einzigen starren Körpers ermöglichen. Um dies nachzuweisen, 
mußten im II. Abschnitt der Arbeit, welcher sich mit der ein- 
gehenden Untersuchung des zweigliedrigen räumlichen Gelenk- 
systems beschäftigt, die umfangreichen Formeln zum Teil explicite 
mitgeteilt werden. Die allgemeine Bedeutung der damit gegebenen 
Auffassung der Bewegungsgleichungen ist dann unschwer zu erkennen. 

Das Eesultat dieser Untersuchung läßt sich auf folgende 
Weise darstellen: 

Wenn man die sämtlichen an einem Glied des Gelenksystems 
befindlichen Gelenke durchtrennt, so fällt an jedem Gelenk ein 
im allgemeinen noch aus mehreren Gliedern bestehendes Teilsystem 
ab, so daß das betreffende Glied allein übrig bleibt. Verlegt man 
die Masse eines jeden Teilsystems und die an demselben angreifenden 
Kräfte, die Beschränkungskräfte bei beschränkter Bewegung mit 
eingeschlossen, nach dem Mittelpunkt des dasselbe mit dem Glied 
verbindenden Gelenks und fügt sie der Masse des Gliedes und den 
schon an ihm angreifenden Kräften hinzu, so entsteht ein reduziertes 
System mit seinen Kräften. Denkt man nun weiter an jedem 
dieser Gelenkmittelpunkte noch eine Kraft hinzugefügt, welche 
entgegengesetzt gleich der Effektivkraft des Schwerpunktes des 
anhängenden Teilsystems für seine zum Mittelpunkt des Ver- 
bindungsgelenkes relative Bewegung ist, so bewegt sich das 
reduzierte System unter dem Einfluß dieser Effektivkräfte und 
der anderen an ihm angreifenden Kräfte genau so wie ein einziger 
starrer Körper. Man kann also zur Untersuchung der Bewegung 
desselben die bekannten Gleichungen für die Bewegung eines 
starren Körpers verwenden. Mit der Bewegung eines reduzierten 
Systems ist nun auch die Bewegung des demselben zugrunde 
liegenden Gliedes ohne weiteres gegeben. Durch die Verlegung 
der Masse eines Teilsystems nach dem Mittelpunkt des Verbindungs- 
gelenks wird der Eiilfluß der Translation, und durch die Anbringung 
der negativen Effektivkraft der Einfluß der Kotation des Teil- 
systems relativ zum Gelenkmittelpunkte in Rechnung gezogen. 

Auf diese Weise kann man also bei jedem noch so komplizierten 
räumlichen Gelenksystem die Bewegungsgleichungen, welche zu 
den einzelnen Gliedern desselben gehören, anschreiben, ohne auf 
die allgemeinen Lagrange sehen Gleichungen zurückzugreifen. Es 
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ist nur nötig, die zur Bestimmung der angegebenen relativen 
Eflfektivkräffce fahrenden relativen Beschleunigungen der Schwer- 
punkte der Teilsysteme abzuleiten. Dies gelingt aber ohne große 
Mühe und auf die einfachste Weise unter Berücksichtigung des 
Zusammenhangs zwischen den Hauptpunkten der Glieder des Qe- 
lenksystems und den Schwerpunkten der Teilsysteme. 

Dadurch, daß die Untersuchungen der Gelenksysteme auf 
diese Weise an die Untersuchung der Bewegung eines starren 
Körpers angeschlossen werden, ist die Verwertung der allgemeinen 
Resultate für die Bewegungsphysiologie überhaupt erst möglich 
geworden; denn man kann natürlich nicht daran denken, die 
Gleichungen in der ursprünglich sich ergebenden komplizierten 
Form für die Lösung physiologischer Probleme zu verwenden. 
In vielen Fällen gelingt es, direkt auf empirischem Wege die 
relativen Beschleunigungen der Partialschwerpunkte und die daraus 
abgeleiteten Effektivkraffce zu bestimmen, dann unterscheidet sich 
die Untersuchung des Gelenksystems auch in bezug auf die in 
den Gleichungen auftretenden Eflfektivkräffce nicht mehr von der 
eines starren Körpers; denn diese Eflfektivkräffce können in diesem 
Falle als gegebene äußere Kräffce aufgefaßt werden. 
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